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CHAPITRE PREMIER

LES VECTEURS FONDAMENTAUX
M ET B DE L’ELECTROMAGNETISME

Le but de I’électromagnétisme est I’étude des forces qui s’exercent
entre des circuits parcourus par des courants (nous dirons plus simple-
ment courants ou circuits), entre des aimants, ou encore entre courants
et aimants. Le magnétisme est plus particulierement I’étude des
aimants,

Dans ce premier chapitre nous définirons d’emblée les deux gran-
deurs essentielles, moment magnétique et induction magnétique, et nous mon-
trerons que les vecteurs qui les représentent ont le caractére axial, ce que

3 A A
nous représentons par M et B.
Jusqu’a nouvel ordre nous supposons que :

a) Aimants et courants sont placés dans le vide ou, ce qui revient au
méme avec une excellente approximation, dans ’air.

b) L’aimantation des aivmants est rigide {ou permanente) : cela signifie
que les propriétés des aimants ne sont pas modifiées lorsqu’on les trans-
porte au voisinage de courants ou d’autres aimants.

¢) Sauf dans des cas trés exceptionnels les circuits sont linéaires, c’est-
a-dire formés de conducteurs filiformes.

1-1. Les deux corps d’épreuve: magnetometre et boucle
de courant.

1° Magnétométre.

Un aimant est un morceau d’acier qui a subi un traitement spécial
appelé aimantation; il a ainsi acquis les propriétés d’attirer le fer et de
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s’orienter au voisinage de la Terre ou d’un courant, ou encore d’un autre
aimant.

On donne aux aimants des formes variées, barreau, en U,... Nous
ne considérons pour le moment que des aiguilles aimantées, qui sont des
almants dont les dimensions transversales sont trés petites par rapport
a leur longueur; un tel objet est un aimant linéaire, on peut parler de ses
extrémités ou péles et de son axe, droite définie par les pdles. Pour la
commodité du langage nous appelons magnétométre un aimant linéaire de
longueur trés réduite (nous préciserons plus loin ce qu’il faut entendre
par 14), un tel aimant étant 'organe essenticl d’un appareil de mesure
qui en porte le nom (9-8).

2° Boucle de courant.

Les formes de circuit (ou le plus souvent de parties de circuit) sont
trés diverses. Les plus couramment considérées sont le courant recti-
ligne, le courant circulaire, formé d’une seule spire ou de plusieurs spires
(bobine circulaire plate), et le solénoide. Un solénoide est un enroulement
hélicoidal de fil conducteur dont le pas de I hélice est petit; on peut en premiére
approximation le considérer comme formé de spires égales coaxiales
réguliérement réparties sur un cylindre et parcourues par la méme
intensité,

Le second corps d’épreuve de I'électromagnétisme est une boucle
de courant, il est formé d’une spire de trés petites dimensions (nous préciserons
plus loin ce qu’il faut entendre par 1) parcourue par un courant d’in-
tensité constante. Une boucle de courant est définie par sa surface s
(petite) et par l'intensité { du courant; son orientation est déterminée
par celle de son axe.

Magnétométre et boucle de courant sont les deux objets élémentaires ou corps
d’épreuve de [Délectromagnétisme. Nous les supposons mobiles autour de leur
centre de gravité O de sorte que leur axe peut s’orienter dans toutes les directions
autour de ce point,

1-2. Axe magnétique d'un magnétometre et d’une
boucle de courant.

Un champ magnétique est une région de [Pespace ot un magnétométre ou
une boucle de courant prend, en chacun de ses points, une position d’équilibre
bien déterminée. La Terre, les courants et les aimants produisent des
champs magnétiques. Ecarté de sa position d’équilibre, le magnéto-
meétre oscille; retourné bout par bout, il tend a reprendre sa position
premiére aprés des oscillations plus ou moins amorties. Il y a donc
lieu de distinguer les péles d’un magnétomeétre.
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1° Axe magnétique d’un magnétométre,

Eloigné d’autres aimants ou de masses de fer (ou de substances
dites ferromagnétiques) et de tout courant, un magnétomeétre prend,
au voisinage de la Terre, une orientation déterminée dans un plan
vertical appelé plan méridien magnétique, plan voisin du plan méridien
géographique au lieu considéré (9-7). Nous appelons péle nord N le péle qui
est tourné vers le nord et péle sud S celui qui est tourné vers le sud.
L’axe orienté dans le sens SN est ’axe magnétique du magnétométre. Dans
ce qui suit nous nous placerons dans des conditions o I’action direc-
trice du champ magnétique terrestre est négligeable par rapport aux
actions exercées par des courants ou par des aimants,

Lexpérience historique d’(Ersted (1820) montre qu’un courant élec-
trique crée un champ magnétique. Placons un long fil conducteur
rectiligne au voisinage d’un magnétométre (fig. 1); le magnétometre

Axe mag/;étfque

Gauche, N/
2 I Axe » oo B)
- magnetique S
I

Fic. 1. Fic. 2.

A

s’oriente en croix avec le fil dés qu’on fait passer dans celui-ci un courant
suffisamment intense. Inversons le sens du courant : le magnétométre
se retourne bout pour bout, Il y a donc encore lieu de choisir un sens
sur ’axe du magnétomeétre, sens lié a celui du courant. Nous pourrions
le faire indépendamment de la distinction entre péle nord et pdle sud
qui résulte d’une expérience dans le champ magnétique terrestre.

La régle de 'observateur d’Ampére mect en accord les deux possibilités
de choix :

Le sens SN de Paxe magnélique du magnétometre va de la droite vers la
gauche de Uobservateur couché le long du courant qui le traverse des pieds vers la
léte et regardant le magnétométre.

Cette regle reste valable lorsque le circuit a une forme quelconque.
Par exemple, lorsque le courant est circulaire, nous plagons notre
corps d’épreuve au centre du circuit, il s’oriente suivant ’axe du courant
et la gauche de I'observateur donne le sens SN. Dans ce cas, il est plus
commode d’utiliser la régle du tire-bouchon (fig. 2) :

Le sens de axe magnétique est celur de la progression d’un tire-bouchon
qui tourne dans le sens du courant.
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20 Axe magnétique d’une boucle de courant.

Remplagons le magnétomeétre par une boucle de courant; nous
observons des phénomeénes tout a fait semblables, ’axe de la boucle
jouant le réle de celui du magnétometre. Il est commode de distinguer
la face nord N et la face sud S de la boucle, I’axe magnétique la traver-
sant dans le sens SN. Les deux corps d’épreuve présentent cependant
une différence essentielle : alors que ’axe magnétique d’un magnétométre
est bien détermind puisque nous supposons son aimantation rigide, le sens
de celut d’une boucle dépend du sens du courant dans la boucle. Il doit donc étre
possible de déterminer son axe magnétique en accord avec celui d’un
magnétométre; expérience montre qu’il est donné par les régles équi-
valentes suivantes :

a) L’observateur d’ Ampére étant placé sur la boucle de fagon que le courant
le traverse des pieds vers la téte et regardant vers Pintérieur du circuit voit I’axe
magnélique se diriger vers sa gauche.

b) Un tire-bouchon tournant dans le sens du courant progresse dans le sens

de P’axe magnélique.

¢) La face nord de la boucle est celle ot ’on

A Axe voit le courant tourner dans le sens inverse du
magnétique  mouypement des aiguilles d’une montre.

EGauche La figure g montre la position prisc par

. une boucle au voisinage d’un courant recti-

-

} ligne. La boucle se retourne face pour face si
I’on inverse le sens de I'un ou de lautre
courant.

Remarquons que I’emploi de notre deu-
xiéme corps d’épreuve peut nous amener a
appliquer deux fois I'une des régles précé-
Fic. 3. demment énoncées : pour la détermination
de P’axe magnétique ct pour celle de son
orientation en présence d’un courant.

1-3. Champ magnétique. Ligne de champ. Exploration
du champ.

Nous allons étre amenés a définir un champ magnétique par un

vecteur en chaque point, le vecteur induction magnétique B. Pour ne pas
alourdir le langage nous dirons le plus souvent champ magnétique au
lieu de champ d’induction magnétique. Par raison de commodité
nous emploierons un magnétométre comme corps d’épreuve pour explo-
rer un champ magnétique.

Par définition, la direction et le sens du vecteur induction magnélique en un
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point sont ceux de axe magnétique du magnélométre placé en ce point, Le
champ magnélique est uniforme si, en tous ses points, I’axe magnétique
prend la méme orientation; c’est sensiblement le cas du champ magné-
tique terrestre et celui du champ a l'intérieur d’un long solénoide.

Les lignes de champ ou lignes d’induction sont les enveloppes des direc-
tions prises par le magnétomeétre, donc les enveloppes du vecteur induction
magnétique. Ce sont des droites paralléles lorsque le champ est uniforme.

Si le magnétomeétre a une longueur suffisamment petite (1-1, 1°) le
champ magnétique peut étre considéré comme uniforme dans le petit
domaine ol il s’oriente. Cette remarque serait valable si nous utilisions
une petite boucle de courant comme corps d’épreuve (1-1, 2°). Dans
ces conditions, le magnétomeétre se dispose tangentiellement a une ligne
de champ, et, de proche en proche, il est possible de déterminer les
lignes du champ. Ce résultat est obtenu plus rapidement et plus simple-
ment par la méthode des spectres magnétiques :

Projetons de la limaille de fer sur un carton convenablement disposé
par rapport & un aimant ou a un courant (2-4, 3-3, 3-4, 9-2, 9-3). Chaque
grain étant devenu un minuscule aimant, si ’on tapote le carton pour
libérer la limaille des forces de frottement, nous voyons la limaille
dessiner les lignes du champ. Nous utiliserons ce procédé pour étudier
la configuration d’ensemble des champs magnétiques des courants
et des aimants; il n’est cependant pas applicable dans le cas des champs
de faible intensité comme le champ magnétique terrestre.

1-4. Induction magnétique. Vecteur induction magné-
tique B.

L’expérience montre que le systéme (torseur) des forces magnétiques
qu’exerce un champ magnétique uniforme sur un magnétométre est équivalent
& un couple. Dans le cas du champ terrestre on vérifie que le poids d’une
aiguille d’acier ne change pas lorsqu’on I’aimante et que, placée sur un
bouchon plat flottant sur un liquide, elle s’oriente en faisant tourner
le bouchon sans que P'ensemble subisse de translation horizontale,
Les composantes de la résultante générale sur la verticale et sur le plan
horizontal sont donc nulles : le torseur des forces est donc bien réduit
a2 un couple.

Une méthode statique (9-9) permet de mesurer le moment T' de
ce couple magnétique en l’équilibrant par un couple de torsion. On
vérifie, aussi bien dans le cas du champ magnétique que dans celui d’un
autre champ uniforme (& Iintérieur d’un long solénoide par exemple),
que T, nul pour la position d’équilibre (6§ = 0), croit proportionnelle-
ment au sinus de ’angle d’écart 6, pour prendre sa valeur maximale I'y,

lorsque I’axe magnétique est normal a la direction du champ (0 == i).
2
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Transportons successivement le magnétométre (supposé trés petit)
en deux points P et P’ d’un champ magnétique non uniforme; en
chacun d’eux sa position d’équilibre détermine la direction et le sens

A A
des vecteurs induction magnétique B et B’. Mesurons en P et P', les
moments 'y et I'y des couples agissant sur le magnétomeétre disposé
normalement a sa position d’équilibre.

Par définition, le rapport de ces moments mesure le rapport des inductions
magnétiques B et B' en ces points :

B _ Dy
B T

Nous venons de définir la grandeur induction magnétique en mon-
trant la possibilité d’en effectuer des mesures relatives. Nous la représen-

A
tons en chaque point par un vecteur B dont la direction et le sens sont,
comme nous l’avons dit, ceux de I’axe magnétique d’un magnétométre

en équilibre au point considéré. Par suite, le sens de B peut se déterminer
dans le cas d’un courant par la régle de I'observateur d’Ampére ou par
celle du tire-bouchon.

La définition précédente reste valable si nous remplagons le magnéto-
métre par une boucle de courant; celle-ci, placée dans une induction
uniforme faisant ’angle § avec son axe, est également soumise a un
couple dont le moment est proportionnel 4 sin 8.

1-5. Vecteur moment magnétique d’'un magnétométre ou
d’une boucle de courant.

1° Moment magnétique d’un magnétoméire.

Placons successivement deux magnétométres M, et M, normale-
ment a leur position d’équilibre (donc normalement au vecteur induc-
tion) au méme point P d’un champ magnétique, et mesurons les moments
I'jm et I'zy des couples qui agissent sur eux; ces moments ne dépendent
que des magnétometres :

Par définition, le rapport des moments des couples magnétiques mesure le
rapport des moments magnétiques b, et Nb, des deux magnéiométres :

n.‘ll')z I‘ 23

Nous venons de définir la grandeur moment magnétique d’un magné-
tomeétre; nous la représentons par un vecteur dont la direction et le
sens sont ceux de son axe magnétique.
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Remarquons que la définition précédente reste valable pour deux
aiguilles aimantées, car il suffit de placer celles-ci dans un champ magné-
tique uniforme.

2° Moment magnsétique d’une boucle de courant.

I1 se définit comme dans le cas du magnétomeétre :

Plagons successivement deux boucles de courant C; et C, au méme
point P d’un champ magnétique, de fagon que leur axe magnétique
soit normal a la direction de I'induction en ce point. Mesurons les
valeurs maximales des moments I'yy et 'y, des couples qui agissent sur
elles dans cette position :

Par définition, le rapport des moments des couples magnétiques mesure le
rapport des moments magnétiques No, et Aoy des deux boucles.

Nous venons de définir la grandeur moment magnétique d’une

boucle; le vecteur moment magnétique o qui le représente est porté
par son axe magnétique.

En faisant varier 'intensité ¢ du courant dans la boucle et en utili-
sant des boucles de différentes formes (les dimensions transversales
restant petites) et de surfaces différentes, on vérifie que le moment magné-
tique Ab est proportionnel & Uintensité © du courant et & la surface s de la boucle.

Quelle que soit la forme de la boucle, son moment magnétique est

donné par
Ab = £kis,

le facteur £ ne dépendant que des unités,

Dans le systéeme S.1.,
b = s,
i est exprimé en ampéres, s en métres carrés, lb en ampéres X métres
carrés (A.m?).
Représentons la surface s par un vecteur de module s porté par
Paxe magnétique et de méme sens que celui-ci; nous avons, ¢ étant
pris positif,

1-6. Formule fondamentale. Equivalence boucle de
courant et magnétometre.

Plagons notre corps d’épreuve, magnétomeétre ou boucle de courant,
de moment magnétique j[ﬁ, au point P ou I'induction magnétique

. ... . \r‘ 3 -
est B; dans la position d’équilibre Jb et B sont colinéaires. Ecartons-le
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de I’angle ¢ = (ﬁ, ﬁ) de cette position : I’expérience montre dans les
deux cas que le moment du couple qui tend a le ramener 4 la position
d’équilibre est proportionnel 4 sin 6; d’aprés les définitions des grandeurs
Ab et B, il est proportionnel & AbB et par suite & AbB sin §; I’ est donc
de la forme

' = kLB sin 6,

expression dans laquelle £ ne dépend que des unités choisies pour mesurer
les grandeurs qui y figurent.

Dans le systéme S.l. (2-6), l'unité d’induction magnétique, le tesla
(T), est rattachée comme unité secondaire & ’ampére, unité fondamen-
tale d’intensité électrique; nous verrons que ce choix entraine £ = 1 ct,
par suite, nous avons

I' = JbB sin 6.

A
Le plan du couple étant celui des vecteurs jﬁ; et B puisque ce couple
tend a amener les deux vecteurs a étre colinéaires, son axe est repré-

£ A Y ' bl
senté par le vecteur I' normal a ce plan, son sens étant tel que le triédre

(J lo,\I;,T?) soit direct. Nous avons par suite la relation vectorielle
— AT

qui définit le couple agissant sur le corps d’épreuve placé dans un champ
magnethue uniforme. Le sens de T s’obtient par application d’une des
régles qui définissent un triedre direct (fig. 4) :

(1)

a) L’observateur d’Ampére étant couché le long de jﬁ; qui le traverse des
pieds vers la téte et regardant dans la direction

S A
z de B a le vecteur T vers sa gauche.
. A
i’ &) Un tire-bouchon, tournant de .lbL

A .
vers B dans le sens du plus petit angle de
ces vecteurs, progresse dans le sens de T.
Remarquons que nous avons pris

3 NN b4 A
'ordre Jb, B,T pour appliquer les régles

s - A A A
i précédentes; les successions B,I,.lb et

0 oA S A . -
[",Jlb, B, obtenues par permutation cir-
= culaire, correspondent au méme triedre
aqM H direct.

Fic. 4. Dans le cas particulier ot .Jlb et B
sont rectangulaires, le moment est

f==d

- d -
maximal et égal a LB, le tri¢dre direct (:ﬁo,B,\ﬁ) est alors trirectangle.
Lorsque § = 0, le moment I' est nul, le corps d’épreuve cst en équilibre;
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il en est de méme lorsque § = = (j[{: et B sont alors de sens contraires).
On montre facilement que I’équilibre est stable dans le premier cas,
instable dans le second.

La formule fondamentale (1) établit une équivalence entre magnéto-
meétre et boucle de courant; pour celle-ci elle s’écrit

T =iz A ﬁ,l

la connaissance de s et de ¢ permet de calculer b en ampéres X métres
carrés. Or nous pouvons comparer le moment b’ d’un magnétométre
a AL par la méthode dont nous avons donné le principe, on a :

AT M Ty

Ab is Tt

Il est donc possible d’effectuer des mesures relatives de moments magné-
tiques de petites aiguilles aimantées et de les exprimer en A.m?2
Il est logique d’assimiler un magnétométre de moment magnétique
b 4 une boucle de courant de surface s, il suffira de faire passer dans
cette boucle équivalente un courant d’intensité ¢ définie par Jb = si.
Nous pouvons donc raisonner sur un objet élémentaire unique défini par un vecteur

moment magnétique Jb ;s nous ’appelons boucle ampérienne ou ampérien.
Cet objet, placé dans un champ magnétique en un point ol I'induc-
A
tion magnétique est B, est soumis 4 un couple dont le moment est défini
par la relation (1).
Nous admettons de plus que:

L’équivalence d’un petit aimant linéaire a une boucle de courant
(donc & un ampérien) est valable non seulement pour les actions subies
mais aussi pour les actions exercées, celles-ci résultant de la connais-
sance de I’induction produite en un point par un ampérien.

1-7. Induction magnétique produite par un ampérien.
Le champ magnétique est en .

ra

L’objet élémentaire de P’électrostatique est une quantité d’électricité
(grandeur scalaire) portée par un point et la loi fondamentale (ou postu-
lat fondamental) est la loi de Coulomb, qui s’exprime par la formule
vectorielle

Fo. * 49 5

3

avec

~ g.10% S.I. (rationalisé).
472
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Il en découle que le champ électrique E d’une charge ponctuelle
dérive d’un potentiel V :

(1) v—=-1 19, E:——gradV.

4meg ¥

- . I I - »
Par suite V varie comme — et I comme - 5+ On exprime ces faits en
r r

disant que le champ électrique est un champ newtonien.

En électromagnétisme il n’existe rien de comparable, méme au
point de vue purement formel, & une grandeur scalaire que on appelle-
rait quantité de magnétisme; cela est évident dans le cas d’une boucle
de courant et ne ’est pas moins dans celui d’un petit aimant, comme le
montre 'expérience classique de I’aimant brisé (9-2). Il en découle
que le champ magnétique n’est pas un champ newtonien.

Le dipéle électrique (Elect. I, 2-14 et 15) n’est pas un objet élémen-
taire de I’électrostatique mais seulement une association particuliére
de charges. De la loi de Coulomb se déduisent, accessoirement en somme,
les propriétés d’un dipdle, propriétés qui font intervenir son moment
élcctriquc; = ga.

Les résultats essentiels sont les suivants :

a) Le flux du champ électrique E, d’un dipdle, comme celui d’une
répartition quelconque de charges, est conservatif : div E, = o.

b) Le champ électrique d’un dipéle dérive d’un potentiel électrique
V,:

(2) Vy— — p._u, Ed = — grad V,

- . I I . .
Par suite V, varie comme — et E; comme —. On exprime ces faits en
r r

disant que le champ électrique d’un dipéle est un champ en 'T"IE“

Compte tenu du fait que dans les expressions qui définissent E,

L3 - == - -
n’intervient que le seul vecteur p, nous pouvons faire abstraction des
charges associées 4 ¢ et — ¢ et considérer un dipéle électrique comme
défini par ce vecteur.

Un champ en —IE est done produit par un objet élémentaire représenté par un
r

vecteur; le vecteur champ, dérivé d’un potentiel, est défini par des relations du
type (2). Par contre, un champ newtonien est produit par un objet
élémentaire scalaire et le vecteur champ, dérivé d’un potentiel, est
défini par des relations du type (1).

L’objet élémentaire de I’électromagnétisme, I’ampérien, étant défini
par un vecteur, le champ magnétique ne peut étre un champ newtonien.
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I’ensemble des résultats de I’expérience montre que I'on peut fonder
I’électromagnétisme du vide sur le postulat fondamental suivant :

Le champ magnétique dans le vide est un champ en is
r

De ce postulat découlent les propriétés du champ magnétique d’un
ampérien :

a) Le flux du vecteur induction magnétique est conservalif.

b) L’induction magnétique dérive d’un potentiel magnétique U. On a, dans
un systéme rationalisé d’unités,

Q) = Po

[

A e A S
JAb.u, B =—grad D,

b
A

wo €tant une grandeur & individualité unique qui caractérise le vide au point
de vue électromagnétique, w, est la perméabilité du vide.
Indiquons dés maintenant que le choix de la valeur

thg = 4%.1077

définit le systéme S.I. (rationalisé).

Des considérations précédentes découle que nous pourrions trans-
poser (6-6) les résultats obtenus pour un dipédle électrique 4 un ampérien
sans avoir 4 rechercher une analogie phénoménale (qui n’existe pas).
Profitant d’une similitude purement formelle, la transposition se fait
en remplacant

V par D,

par =2, p par .lb et E; par B.

1-8. Vecteurs polaires et vecteurs axiaux. Axialite des
LA A
vecteurs M et B.

10 Vecteurs polaires.

Certaines grandeurs sont recprésentables par un vecteur dont le sens
résulte de la définition méme de la grandeur sans qu’une convention particu-
liére soit nécessaire. Ce sens est en somme imposé par la nature méme du
phénomeéne que le vecteur représente. De tels vecteurs sont appelés

vecteurs polaires et I'on écrit symboliquement P.

—

—_— ; >
Les vecteurs déplacement MM', vitesse v =g sont des vecteurs

polaires; il en est de méme du vecteur force dont le sens est celui du
déplacement initial du point matériel auquel serait appliquée la force
agissant seule.
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Le vecteur accélération

> _dy _d5_F
T="a " &t m

I 3 o 9 I d ’ f A ’ # 4
est également un vecteur polaire; d’une facon générale, la dérivée géomé-
trique d’un vecteur polaire est un vecteur polaire et ce caractére polaire n’est modifié,
nt par la multiplication, ni par la division par un scalaire.

—
Le vecteur champ électrique E est également un vecteur polaire

puisque sa définition résulte de I’égalité I = ¢gE; c’est aussi le cas du
-

vecteur moment du dipéle électrique p = ga.

La symétrie d’un vecteur polaire est celle d’un cylindre de révolution en irans-
lation suivant son axe.

20 Vecteurs axiaux.

Certaines grandeurs ne peuvent éire représentées par un vecteur que moyennant

~

une convention liant une translation & une rotation (convention de rotation);
leurs vecteurs représentatifs sont appelés vecteurs axiaux et ces grandeurs
A
sont dites & caractére axial. On écrit symboliquement A.
Le sens d’un vecteur axial n’est pas prédéterminé puisqu’on l'inverse
en inversant la convention de rotation.

a) Une grandeur définie par le produit vectoriel de deux vecteurs polaires

A — e
A=PAPF
a le caractére axial. e
D’apres la définition méme du produit vectoriel, le triedre (P,P/,A)
est direct; nous dirons que cette définition utilise la convention du triédre
direct. Le sens de A est inversé par la convention du triédre inverse (fig. 5).

[~
X %
|
A r
A
Triegdre direct Triédre inverse
i—;r
/3/ O
P
X .
Fic. 5. F1c. 6,

Par exemple, le moment d’une force par rapport & un point (fig. 6)
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est représenté par le vecteur axial
(1) I = OMAF = 7AF.

Si M appartient & un corps mobile autour de ’axe Oz, 'inversion de la
convention de rotation change bien le sens du vecteur moment mais
elle ne modifie en rien 'action mécanique de la force F.

u - -
b) Le vecteur A défini par la relation
— A —-
P = AAP
est axial, En effet, P étant un vecteur polaire, 'inversion de la convention

de rotation ne change pas le sens de P (ni celui de ?’), elle change a la

fois le signe du produit vectoriel et le sens de A,
. Par exemple (fig. 7), les vecteurs vitesse linéaire 7 et rayon vecteur
r étant des vecteurs polaires, le vecteur vitesse angulaire ou rotation

N » A r - .
instantanée w, défini par la relation

= oA >
(2) 2 = w/\ T,
[
(!.) - A
A est un vecteur axial. Il en est de méme
e g A
du vecteur moment cinétique mw.
_ ¢) Le produit vectoriel de deux vecteurs
0 A YV axtaux est un vecteur axial, Soit, par
- exemple,
. A et
e (3) I — JoAE;

A
si 'on inverse la convention de rotation, les sens de 363 et de B sont
inversés en méme temps que le produit vectoriel change de signe; il

\.%‘ . * = ’
faut donc que le sens de I' soit aussi inversé.

La symétrie d’un phénoméne & caractére axial est celle d’un cylindre de
révolution tournant autour de son axe; le sens du vecteur axial porté par I’axe est
lié d une convention de rotation.

3o Convention de rotation du triédre direct.

Deux conventions de rotation étant possibles, on congoit qu’on ne
puisse employer tantét 'une, tantét I'autre, sans créer beaucoup de
confusion. La définition du produit vectoriel utilisant la convention du triédre
direct, c’est celle-ci que nous emploierons exclusivement.

Les régles de 'observateur d’Ampére et du tire-bouchon permettent
d’appliquer cette convention. On peut en faire I'application aux for-
mules (1), (2) et (3) en considérant les figures correspondantes.
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Nous en tenant a une convention de rotation unique, I’introduction
des vecteurs axiaux n’apporte pas de complications dans le calcul
vectoriel, Les vecteurs axiaux deviennent alors des vecteurs pseudo-polaires,
qui peuvent étre traités comme des vecteurs polaires en ce qui concerne
leur composition (par exemple, composition de vecteurs moments de
forces).

Toutefois, dans une relation vectorielle, les vecteurs qui figurent additivement
sont nécessairement de méme nature, polaire ou axiale; une somme telle que

b o A 3
P 4+ A (vectoricllement non homogéne) ne peut correspondre a rien
puisqu’elle exprimerait ’addition de représentations de grandeurs de
natures forcément différentes car de symétries différentes.

A A
40 Les vecteurs b et B sont des vecteurs axiaux.

Le moment magnétique d’un ampérien est représenté par un vecteur axial.

Nous avons vu en effet que le sens du vecteur Jb est 1ié & celui du cou-
rant dans la boucle par la convention du tri¢dre direct.

La détermination du sens de .J’Lub a l’aide d’une expérience faite dans
le champ magnétique pourrait nous abuser et nous conduire & consi-
dérer le vecteur comme polaire. En fait, il ne faut pas oublier que le
sens ainsi déterminé doit étre le méme que celui qui, dans I’expérience
d’@Ersted, est lié au sens du courant; si nous inversons la convention

de rotation, il nous faut changer le sens de jﬁ\o dans les deux expériences.
Le caractére axial du vecteur induction magnétique peut sembler moins
évident si ’on s’en tient a la similitude formelle du champ électrique
d’un dipdle électrique et du champ magnétique d’un ampérien, puisque
le premier de ces champs a le caractére polaire. Les deux phénome-
nes sont cependant bien différents. Les deux champs sont tous deux
en L, mais, le premier est polaire parce que produit par un objet élé-
¥3
mentaire représenté par le vecteur polaire jl.;, le second est axial parce

que produit par un objet élémentaire représenté par le vecteur axial .ﬁo
Pour prospecter le champ électrique d’un dipéle, nous utilisons une

charge ponctuelle unité qui est soumise en un point a la force L; pour
prospecter le champ magnétique d’un ampérien nous utilisons un autre
ampérien qui, placé en un point, est soumis a un couple. Un changement
de convention de rotation inverserait a la fois les sens des moments

magnétiques, de P’induction magnétique et du moment T° dans la rela-
tion (3). Ainsi le vecteur induction magnétique est bien un vecteur axial.

Les grandeurs essentielles de I’électromagnétisme, b et B, ont donc
la symétrie axiale alors qu’en électrostatique la charge électrique est
une grandeur scalaire et que le champ électrique est représenté par
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un vecteur polaire. On comprend que les régles d’application de la conven-
tion de rotation interviennent si souvent en électromagnétisme alors qu’on
peut les ignorer en électrostatique si ce n’est lorsqu’une grandeur méca-
nique & symétric axiale (moment d’un couple) entre en jeu. Nous
sommes ainsi justifiés d’avoir, dans I’étude des phénomeénes électriques,
passé sous silence la symétrie des phénoménes.

1-9. Actions entre courants. Plan d’étude.

Dans cette premiére partie intitulée Electromagnétisme nous étu-
dions tout d’abord les actions entre courants dans le vide. Cette étude peut
étre scindée en deux :

@) Détermination du champ magnétique produit par un circuit
linéaire C.

b) Détermination des actions de ce champ magnétique sur un
second circuit linéaire C'.

Nous allons montrer que dans les actions entre courants un circuil
linéaire peut étre remplacé par une répartition d’ampériens sur une surface.

Soit un circuit linéaire C (fig. 8, @) parcouru par un courant d’inten-
sité constante I. Les deux circuits ANBA et ABMA (fig. 8, &), parcourus

C N
L L
I )
A 2 3 #
U ’ “
I
M
(@) (b) (©)

Fic. 8.

par des courants de méme intensité I, exercent et subissent les mémes
actions électromagnétiques que le circuit C si nous admettons, avec
Ampére, que les courants opposés I dans la branche double AB exercent
et subissent des actions opposées. Il suffit de répéter un trés grand
nombre de fois cette dichotomie pour remplacer le circuit C par un trés
grand nombre d’ampériens de trés petites surfaces 4S répartis sur une
surface S limitée par le contour C (fig. 8, ¢). Le vecteur moment magné-

tique dkjl) — 145 d'un ampérien est normal & la surface S, son sens
étant donné par la régle du tire-bouchon.

Nous serions ainsi amenés, pour rechercher les actions d’un circuit C
sur un circuit C’, a déterminer le champ magnétique produit par /e
« tapis » d’ampériens répartis sur S, puis a calculer ’action de ce champ
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magnétique sur le tapis ’ampériens répartis sur ' limitée par le contour
C’. Ces opérations s’effectueraient en tenant compte de ce que le champ

. y I . -
magnétique d’un ampérien est en 5 et de ce que 'action subie par un

A
ampérien d ' =1’ E:":’ est un couple. Il en résulterait que le torseur
des forces appliquées &4 C' (ainsi que celui appliqué a4 C) serait propor-
tionnel au produit II'.

Cette méthode, parfaitement logique, correspond bien 4 lz « concep-
tion ampérienne » de I Electromagnétisme et conduit 3 des résultats en
accord avec Dexpérience. Nous ne I’adopterons cependant pas sous
cette forme, car nous allons utiliser un artifice de calcul qui en permet
une application plus facile. Cet artifice est basé sur les considérations
suivantes :

Reprenons le circuit C et supprimons tous les ampériens intérieurs 4
C et toutes les parties d’ampériens contigués au contour C mais ne se
trouvant pas sur ce contour; nous pouvons le faire puisque les actions
exercées ou subies par cet ensemble supprimé sont nulles. Il ne nous

reste que des éléments de courant I dl répartis sur C.

Nous remplagons ainsi Iampérien, objet élémentaire réel puisqu’il peut étre
congu seul dans le vide, par un objet élémentaire 1 dl, fictif parce que inséparable
du circuit auquel il appartient.

Nous sommes ainsi conduits & rechercher une loi de forces régissant

les interactions entre deux éléments I dl et I' dl’ des deux circuits G et
C’ (fig. 9, p. 23), cette loi devant conduire par une double intégration a
des résultats en conformité avec expérience. La formule d’Ampére,
qui fait Pobjet du chapitre suivant, satisfait & cette condition, mais ce
qui montre bien son caractére d’artifice de calcul, c’est qu'on peut en
trouver d’autres (ce qu’avait fait Ampére) et que aucune de ces_formules ne
satisfait au principe de I’égalité de U action et de la réaction.

La formule d’Ampére étant adoptée, nous la scinderons en deux :

a) La formule de Biot et Savart, qui donne I’expression (fictive) de
Yinduction magnétique élémentaire produite par un élément de courant.

b) La formule de Laplace, qui donne I’expression de la force élémentaire
(réelle, comme nous le verrons) agissant sur un élément de courant
placé dans un champ magnétique.

Ajoutons que le calcul du travail des forces électromagnétiques,
en faisant intervenir le flux d’induction magnétique dans les résultats,
nous conduira & des expressions commodes pour déterminer les forces
appliquées a un circuit.

Nous étudierons ensuite les actions exercées et subies par les aimants
permanents dans le vide.

Nous avons ainsi fixé les grandes lignes de notre plan d’étude.



CHAPITRE II

POSTULAT FONDAMENTAL.
LA FORMULE DPAMPERE

2-1. La formule ’ Ampere.

Considérons (fig. g) deux circuits linéaires rigides C et C’, immobi-
lisés dans le vide dans des posi-
tions relatives déterminées, cir-
cuits dans lesquels les intensités
I et I’ sont maintenues cons-
tantes (régime stationnaire).
Le circuit C exerce sur le
circuit C’' un systéme de forces,
constituant le torseur T”, appli-
qué a G'. Nous postulons que
T' peut étre déterminé a 'aide
de la formule d’Ampére qui
donne P’expression d’une force

élémentaire d?F’, force qu’exercerait un élément de courant I d/ de C sur
— —_—
un élément de courant I’ dI’ de C'; 42F’ est donc appliquée & C'.
- > - .
Posons PP’ = r et soit u le vecteur unitaire porté, dans le sens de
P vers P/, par la droite qui joint les deux éléments. Nous avons

PP =7 =ru.
La formule d’Ampére est
4% — I'dl’ A (k[w) —T'dl' A (kI_M),
r2 3

k ne dépendant que des unités employées. Dans un systéme rationalisé

d’unités &' = -2, et par suite
4%

FE = v d N (_ Iil_L)
4= r

(1)
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Dans le systéme S.I. rationalisé

Vg = 4%, 10“7.1

Les longueurs étant exprimées en meétres, les intensités en ampéres,
la force est donnée en newtons. On peut donc considérer que le choix
de la valeur de po, perméabilité du vide, entraine la définition de I’ ampére.

2-2. Remarques sur la formule d’Ampere.

— —
La force élémentaire d°F que I’élément I’ dl’ exerce sur I'élément

Idl a pour expression, u' = — u étant le vecteur unitaire porté par
P’P dans le sens de P’ vers P,
(2) PF —1d A (2o DAl AW\ g A ﬂw)
4% & 4% 2

Les expressions (1) et (2) montrent que les forces élémentaires

d2?}F’ et d2F ont en général des supports distincts et des modules diffé-
rents :

Le principe de égalité de action et de la réaction est en défaut pour les
Jorces élémentaires d®F' et ar que donne la formule d’ Ampére.

Ces forces n’ont donc pas de réalité physique : la formule d’Ampére
est un simple artifice de calcul. Ce qui le montre bien, c’est que 'on a pu
trouver d’autres formules qui conduisent a des résultats en accord avec
Pexpérience, les forces élémentaires ne satisfaisant pas au principe de Iégalité
de Uaction et de la réaction. On peut également s’en rendre compte de la
fagon suivante :

Les forces fictives d*F’, appliquées en P’, exercées par I’ensemble
des éléments tels que I dl qui constituent le circuit C, admettent unc
résultante dF’ qui a une réalité physique. dF’ est une force réelle; nous
verrons qu’il est possible de la mettre en évidence et méme de la mesurer
(balance de Cotton, T-4). Si le principe de I’'égalité de ’action et de la
réaction s’appliquaient aux forces d2F' et 4°F, il en résulterait que 1’élé-
ment I’ d/' exercerait sur le circuit C, supposé quelconque, un torseur de

forces équivalent a la force unique — d¥'. Ce résultat inadmissible
tient au fait que seule laction du circuit C sur un élément de C' (et sur le
circuit C') correspond & une réalité physique. 11 n’est pas possible d’isoler
I’action particuliére de I’élément 1’ 4/’ sur ’ensemble du circuit C, car
cette action a un caractére fictif; son calcul, si I'on est conduit i le faire,
est un simple artifice.
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Par une deuxiéme intégration nous pouvons déterminer le torseur T'
des forces dF’ appliquées a ’ensemble des éléments 1’ d/' qui constituent
le circuit C'; comme les forces dF’ qui le constituent, ce torseur a évi-
demment une réalité physique,

L’emploi de la formule d’Ampére, artifice de calcul, se justifie par le
fait que les résultats auxquels elle conduit dans la détermination des
actions de I’ensemble d’un circuit sur un élément, sur une partie ou sur
I’ensemble d’un autre circuit, sont confirmés par I’expérience.

D’aprés ce que nous venons de voir il résulte que le principe de
laction et de la réaction n’est applicable qu’aux torseurs T’ et T des
forces appliquées aux circuits entiers, autrement dit [a somme des deux
torseurs 'T' et T est un torseur nul.

Remarquons encore que nous ne nous sommes pas préoccupés des
forces qui s’exercent entre éléments d’'un méme circuit; nous n’avions
pas a le faire, car ces forces sont intérieures au circuit et, comme celui-ci
est rigide, le torseur des forces intérieures est équivalent & Zzéro.

2-3. Dichotomie de la formule d’Ampere.

La formule d’Ampére permet donc, par deux intégrations, de déter-

miner le torseur T’ des forces exercées

par le circuit C sur le circuit C'.
Posons

TdlAu
7-2

>

(1) | dB =2

.
b

e
3

la formule d’Ampére s’écrit
FF —1d' A B,
Au point P’ dont la position est

définie a partir de celle du point P par

le vecteur unitaire u et la distance r

(fig. 10) le champ magnétique créé
—_—

par I’élément de courant I dl se carac-

A _ _
térise par le vecteur dB, vecteur induction

élémentaire créé par 1 dl au point P'.
La formule (1) est la formule de Biot et Savart; elle permet de
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scinder la détermination du torseur T’ des forces appliquées au circuit C’
en deux opérations :

10 Détermination de Pinduction magnétique

==

B Id A
o 3o 125
produite par le circuit C au point P’.

Cette induction est responsable de la force dF’ exercée par le circuit
C sur I’élément de courant I’ dl’; cette force est donnée par la formule
d’Ampére intégrée qui constitue la formule de Laplace:

(2) Ld‘F"' —=1d' A B

—_—
Le vecteur élémentaire Eﬁ constitue, comme le vecteur 42F’, un

simple artifice. Par contre le vecteur B, comme la force dF ‘, a unc
signification physique puisqu’il en permet le calcul par application de
la formule de Laplace.

2° Détermination du torseur T’ appliqué au circuit ¢’ par intégra-
tion de la formule de Laplace.

Cette intégration peut présenter des difficultés parce que le forseur
T' n’équivaut en général ni & une force unique, ni @ un couple unique. Nous verrons
cependant qu’elle est facilitée par les propriétés du flux du vecteur
induction magnétique.

2-4, Champ magnétique d’un courant rectiligne indéfini.

Fn vue de définir Pampére nous allons, dans ce paragraphe, déter-
miner l'induction magnétique d’un courant rectiligne indéfini. Pour
cela, donnons les expressions du module dB de 'induction magnétique
élémentaire; nous avons, avec les notations de la figure 10,

é-ﬁ p.OIdl/\u

e 4w 7°
dl Nu = dlsin e = Q H = r ds,

do étant I’angle sous lequel I'élément d/ est vu du point P’,
Nous avons d’autre part

f§ = — et a=PK =

w}ﬂ

2
cos 9

a étant la distance du point P’ au support de di.
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Par suite

B = o Ldisina _ po 1 d0 _ wo Loogggg— o b gn o)
4= r? 4w r 4% a 4% a
Considérons (fig. 11) un courant rectiligne indéfini d’intensité I. Le
LA
support de I'induction élémentaire dB produite en P par I’élément de

courant I dl est normal au plan défini par le courant et le point P, son
sens est donné par la régle du tire-bouchon (ou celle de I'observateur
d’Ampere).
La direction et le sens de ce vecteur ¢lémentaire sont les mémes pour
A

tous les éléments du courant : le vecteur induction magnétique B au

dB
|

K

Idi

Fra. 11. Fia. 12.

point P a donc lui aussi cette méme direction et ce méme sens,

Il en résulte que Bala symétrie axiale et que les lignes d’tnduction
sont des cercles axés sur le courant, On vérifie expérimentalement ce résultat
en réalisant le spectre magnétique dans le plan d’un carton normal au
fil (fig. 12). -

Nous pouvons nous attendre a ce que le module de B ne dépende
(fig. 11) que de la distance PK = a; en effet

B=—*’1‘—’—lf " d (sin 8),

A% a
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2-5. Actions entre deux courants rectilignes indéfinis
paralleles,

Considérons dans le plan de la figure 13 deux courants rectilignes

indéfinis et paralléles C et C’, d’intensités T
[ I et I'. L’action de l'un, C par exemple, sur
une portion A'B’ de 'autre, a une réalité
B physique.

.

Idt

¥ D’aprés la loi de Laplace, la force dF’
qu’exerce C sur I'élément I’ dl' de Q' est

définie par

a daF = 1'dl' A B.

Or B est normal au plan de C et du point
] P’, donc normal au plan des deux courants;

le support de dF' est donc P'P, normal a
C c C et a C'. De plus, I’application de la régle
FIc. 13. de l'observateur d’Ampére montre que son

——
sens est celui de P’P si les courants sont de

méme sens (c’est le cas de la figure) et celui de PP’ dans le cas contraire.
Le méme raisonnement pouvant étre fait en intervertissant les réles
symétriques joués par les deux courants, il en résulte qu’il y a attraction
lorsque les courants ont le méme sens et répulsion lorsque leurs sens sont contraires,

IL.e module de _d_l?",

dF' = 1'dl' B = 2o 11" 4I',
2wa

est proportionnel & &l’; par suite, le systéme des forces paralléles et de
méme sens appliquées a A'B’ =" admet une résultante I’ normale
aux deux courants et appliquée au milieu de A'B’. Elle est dirigée vers
C (attraction) lorsque I et I’ sont de méme sens; son module est

F= 2o I/
(I) 2nd

dans un systéme d’unités rationalisé, et
L
’

(1) F — 2.10-7 II' &

a

dans le systéme S.I.(R.).
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2-6. Deéfinition légale de I'ampere. Unite S.I. d’induc-
tion magnétique.

Le systtme S.I. est le syst¢tme M.K.S. de la Mécanique auquel est
adjointe une quatriéme unité fondamentale, I’ampeére, unité d’intensité
de courant électrique.

Fixer la valeur de p, dans la formule d’Ampére,

o = 47. IO—-?:

détermine le choix de Pampére comme unité d’intensité de courant
électrique.

bo = 4%.1077 est la valeur de la perméabilité du vide dans le systéme
S.1. rationalisé. La perméabilité du vide est une grandeur dimensionnée & détermi-
nation unique.

Nous avons vu que la formule d’Ampeére n’est qu’un artifice de calcul
et que la force dont elle donne I’expression est une force fictive; cette
formule ne permet donc pas de définir directement ’ampére. Par contre,
une formule de définition est utilisable si, conséquence de la formule
d’Ampére, elle fournit I’expression d’une force réelle en fonction de la
perméabilité p, du vide, de grandeurs mécaniques et de lintensité
électrique.

On comprend que la formule (1) du paragraphe précédent (2-5)
ait été retenue pour la définition de 'ampére; si dans cette formule
nousfaisons | =1I' =1 A,/ = 1 meta = 1 m, nous avons F/ = 2,107
newton.

D’ou la définition internationale de I’ampére (texte de la 8¢ Confé-
rence Générale des Poids et Mesures de 1933, rendu légal en France
par la loi du 14 janvier 1948, confirmé par le décret du g mai 1961) :

L’ampére (A), unité d’intensité de courant électrique, est I’intensité
d’un courant constant qui, maintenu dans deux conducteurs paralléles,
rectilignes, de longueur infinie, de section circulaire négligeable et
placés a une distance de | métre I’un de ’autre dans le vide, produirait
entre ces conducteurs une force égale 3 2.10-7 newton par métre de
longueur.

La définition de I'ampére, unité fondamentale, entraine celle de
Cunité d’induction magnétique, unité dérivée dont la formule de Laplace
est une formule de définition : cette unité s’appelle le fesla (symbole T).

Considérons un segment / de longueur égale a 1 métre appartenant
a un circuit parcouru par un courant I = 1 A; disposé¢ normalement
a une induction magnétique uniforme B = 1 tesla, il est soumis & une
force ¥ de 1 newton :

F = I/B sin « = 1 newton.
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Les dimensions de B sont

[B] = FL-1I-! — MT-2-1;

nous avons donc

Itesla =1 N.m?*A1'=1kg.s2 A1

2-1. Le systeme d’unités S.I. (rationalisé).

La définition de I’ampére revient a4 faire un choix rigoureux de la
perméabilité du vide g, = 4%.1077 dans le systtme S.I. rationalisé.

La perméabilité p, et la permittivité ¢, du vide qui intervient en
électrostatique dans ’expression de la loi de Coulomb :

F=I§i,

4wey 72

sont liées a la célérité de la lumiére ¢ dans le vide (vitesse de propagation
des ondes électromagnétiques dans le vide) par la relation de Maxwell

R

Eqlkol

Si 'on veut éviter I'emploi de deux systémes d’unités électriques
distincts, I'un pour I’électrostatique, 'autre pour I’électromagnétisme
(domaines entre lesquels il n’y a pas de cloison étanche), il convient de
faire un choix unique de la valeur de I'une des grandeurs a individualité
unique g, et po.

L’ampeére étant défini, ce qui revient a prendre p, = 4%.1077
(S.I. rationalisé), la valeur de <, en découle :

Si nous prenons pour ¢ la valeur
¢ = 2,997 893.10%8 m.s7},
dont la précision relative semble étre de 'ordre de 107, ce qui donne
c? = 8,987 36.101¢S.1,,
on obtient pour valeur numérique de la permittivité du vide
to = 8,854 37.10'2 8.1. (rationalisé),

connue avec une précision relative de 107%.
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Comme nous avons

I - p‘Ocz - 10*762 = 8’987 56. 10° S.I. (R),
47e, 4w

il est commode de retenir la valeur numérique

~g.10°S.1. (R),

47eg

dont la précision relative, de I'ordre de 1,5.107%, est suffisante pour la
plupart des calculs dans lesquels elle intervient, par exemple dans le
calcul de la capacité d’un condensateur.
La valeur numérique de p, est rigoureuse, par contre, celle de ¢, est
approchée et doit bénéficier de I'amélioration de la précision sur e.
Remarquons que dans le systéme S.I. non rationalisé il convient de
remplacer dans les formules

I 1 9
par — - §.10%
47sg =

20 par ps = 1077 et

Seules les formules ol figurent les valeurs littérales de la perméabilité
ct de la permittivité du vide sont modifiées, tandis que celles ol sont
explicitées leurs valeurs numériques sont inaltérées. Quant a la relation
de Maxwell, elle conserve la méme forme sypoc? = 1.

Bornons-nous aux expressions des lois de Coulomb et de Biot et
Savart dans le systeme S.I. (R) et (NR) :

- __ 1 q¢ 1 q¢ 79’
I‘--——~———v—-__9.109—72—,

4wy T2 gy %
: Jlsi ;
dBL—-@IdZSIZnazp,{] 1512na=10_71d1512na’
= r r r

et & celle de la capacité du condensateur plan :

L’ampére, quatriéme unité fondamentale du systéme S.I., ayant
été défini, toutes les unités dérivées de I’électrostatique, de I’électrociné-
tique et, comme nous le verrons, de I'électromagnétisme, en découlent
sans que la rationalisation modifie les définitions de la plupart d’entre elles.




CHAPITRE II1I

FORMULE DE BIOT ET SAVART.
DETERMINATION
DU VECTEUR INDUCTION

3-1. Loi de Biot et Savart. Conditions d’application.

La loi de Biot et Savart traduit la signification de la formule déja
donnée (2-3)

LA

Yo I Au

= r2

b IE

L’induction magnétique élémentaire produite dans le vide au point

—_—
P par un élément de courant | d/ est représentée par un vecteur
d’origine P :

[ Dont le support est normal au plan défini par P’élément et le
point P.

— LA
2° Dont le sens est celui pour lequel le triédre (d/, a, dB) est direct.

3° Dont le module a pour expression (fig. 14)

ol
47a

dep_OIdlsina:

. o T
4= re 4%

| &
=

= d (sin 9).

Ce vecteur dB intervient dans la formule d’Ampére qui définit une
force fictive; il est lui-méme un uvecteur fictif qui permet, par un
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artifice de calcul, de déterminer I'induction magnétique B produite
par le circuit C et par suite, grice a
la formule de Laplace, la force réelle
qu’exerce C sur un élément d’un
second circuit C'.

Nous avons déja déterminé I'induc-
tion magnétique d’un courant rec-
tiligne indéfini en vue de calculer les
actions entre courants rectilignes paral-
leles. _

Le calcul de B n’est simple que
dans quelques cas particuliers impor-
tants que nous étudierons. Il est
quelquefois possible de scinder l’inté-

grale qui donne B en décomposant
artificiellement le circuit C en parties
produisant au point P les induc-

Fic. 14

. . A A NES
tions partielles By, B,, ..., B, ...;
on a alors, compte tenu des propriétés du produit vectoriel,

N A A A A
B=LdB=B1+B2+"'+Bz+'“=EBg-

Les vecteurs partiels f, n’ont pas plus de réalité physique que le vecteur jﬁ
Considérons par exemple un circuit dont une partie est un segment

- q -
P,P,. Le vecteur induction magnétique partiel B,,,, au point P est per-
pendiculaire au plan de P,P,
et de P. Nous avons P,

dB,,p, = 20 —Imd (sin 6) ;
47 a

par suite, si K est entre P; et
P, (fig. 15 4),

B,,p, = 20 1 (sin 6, - sin 0,) I
4% a

i I (cos @; + cos ay),
4= a

-

et, si P, et P, sont du méme

coté de K (fig. 15 b),

I, . . I
Bope = 20 = |sin 0, — sin 6;| = o ~=|cos ay — C€OS ayl.
A7 @ AT

DEVORE-ANNEQUIN, — Electricité I 2



34 ELECTROMAGNETISME

3-2. Définition provisoire de l'unité S.I. d’induction
magnétique : le tesla (T).

Donnons déja une définition de 'unité d’induction magnétique dans
le systéme S.I., cette unité est le tesla (symbole T). L’induction 4B,
donnée par la formule de Biot et Savart, est exprimée en teslas si 'on

donne a0 1a valeur 1077 ¢t si Pon exprime lintensité cn ampéres
4=
et les longueurs en métres.
En particulier I’expression de l'induction produite par un courant

fectﬂigne (2-4) dans le systéme S.I. est

—

B _ s — = 2-10“71'—'
2rad

Il en résulte que

Un courant de | ampére parcourant un conducteur rectiligne
indéfini produit 2 1 métre de distance une induction magnétique de
2.1077 tesla.

On utilise également, bien que son emploi soit déconseillé, un sous-
multiple du tesla, le gauss, défini par la relation

I tesla = 10% gauss == 1 myriagauss.

Exercices.

Exercice |. — Déterminer l'induction magnétique au centre d'un conducteur
linéaire carré de cété a.

(_______4@__”__*{ Application : 1 = 1A, a = 10 cm.
g "
} B est normal au plan du carré et son sens est
{ donné par la régle du tire-bouchon (fig. 16); son
} module est égal 4 huit fois celui de l'induction
______ ‘Q'Q'_"“““ partielle produite par un demi-c6té longueur—a—) -
» 0| 2
|
! qn a 4 4T a
{_{ B = 8y/2.1077 % = 1,13.1070 tesla.
Fic. 16
Exercice 2. — Déterminer ['induction magné-

tique au centre d’un conducteur linéaire ayant la forme d'un polygone régulier de n
cbtés, d’apothéme a (rayon du cercle circonscrit R). Quelle est sa limite lorsque 1 tend
vers l'infini?
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B est normal au plan du polygone et son sens est donné par la régle du tire-
bouchon. Son module est égal &4 2r fois celui
de linduction produite par un demi-c6té

(hg. 17) :
Be=ants Lang o™y, =
4% a ar a n

ou, comme
Te
a=Rcosa =R cos-2,
n
I s
B=1 _ntg L,
an n

. » T
Lorsque n tend vers 'infini, = tendant vers

Fic. 17. n
- zéro est un infiniment petit équivalent a tg = ;
par suite n tg — tend vers = et la limite dc B est e
n
B, = Pol
2R

Comme le polygone régulier tend vers le cercle de rayon R, I'expression
précédente est celle de 'induction magnétique au centre d’un courant circulaire,

3-3. Champ magnétique d'une bobine circulaire plate.

Une bobine circulaire plate est formée de N spires que I'on peut
considérer comme situées dans un méme plan et comme ayant le méme
rayon R; Pinduction qu’elle produit en un point est donc celle d’une
spire unique (courant circulaire) de méme rayon, parcourue par le
courant d’intensité NI,

1° Configuration générale du champ d’une spire.

Nous 'obtenons en réalisant le spectre magnétique dans un plan
diamétral (fg. 18). L’axe de la

spire, axe de symétrie de révolu-
tion du champ, est une ligne CD/

d’induction par rapport a laquelle

les lignes d’induction sont deux a \—T—"’//j
deux symétriques; le champ pré- —
sente la symétrie de révolution par

rapport a cet axe, Les lignes d’in- //—E@\

duction, au voisinage du conduc-

teur, sont sensiblement circulaires; Fic. 18.

ce fait pouvait étre prévu puisque,
prés du conducteur, 'action d’un élément sensiblement rectiligne du
courant est prépondérante.

Le sens du champ est donné par la régle du tire-bouchon.



36 ELECTROMAGNETISME

2° Induction au centre d’une spire.

D’apreés la formule de Biot et Savart nous avons (a = 1)
2

1dl
B, — %o ,
@Bo 4= R?2

I I
By =0 [ dl="Po,
0 4::R2f 2R’

d’ol

ct, pour une bobine plate de N spires,

NI
B =PL_..|
0 2R i

3¢ Induction en un point de I'axe (fig. 19).

Remarquons que le calcul rigoureux de B hors de I’axe n’est pas
possible,

Le point M est défini par I’angle § = PMO ou encore par son

)
dB
1dL /e I
r 6;
b J
0 % M dB, B
R /I
Fic. 19.

abscisse OM = x. Le champ étant de révolution autour de I’axe, I’'induc-

= .y . L] £
tion B au point M est dirigée suivant cet axe. Il suffit donc d’intégrer
I’expression de la projection dB, sur ’axe de I'induction élémentaire dB
produite par I’élément I dl. Nous avons, « étant I’angle de MP avec la
™

tangente en P, g = —,
2

dB, — dBsin ¢ — o M‘Zﬂ — P —I-ésin3 b dl,
4 r 47
par suite,

p _ Pl
B= [dB, I stmsefarz be sin® o,
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ou encore, comme
. _1
sin g = R(x2+R?)?,

pour une bobine plate de N spires :

_3
2

PJqI 309 — udil
oR sin A

B = R2(x2-+R2) * = B,sin?p = B,R3(x2 - R2) ~&

40 Variation de I’'induction le long de P’axe.

Pour obtenir des résultats présentant la plus grande généralité posons

[ =30

u:%, b:-%i—:(]_l__uz)—
b et u étant des nombres sans dimensions. Nous avons
-3 _5
= (1 <+ &) ? @—:-—SH(IJruz) o
du
d2%b -
20— 3 + ) (w2 — 1),

La courbe (fig. 22, courbe b; ou b, de la page 40) & = f (u) est
symétrique par rapport a ’axe des ordonnées, sur lequel elle présente

le maximum b = 1; elle a deux points d’inflexion symétriques :
u==-0,5; b =0,716, pour lesquels la pente de la tangente d’inflexion est
ib = == 09859'
du

5° Induetion en un point trés éloigné sur ’axe.
S = «R? étant la surface de la spire, posons

M = SI — =ReI;

nous avons

B — o ob(x? 4 R?)* — Po f“’(: +Ii2>“3‘.

4w 4w x° x2

R

x étant trés grand par rapport & R, —est un infiniment petit du
x

premier ordre et par suite, au second ordre prés,

B — o 2b,

2
4w A3

c’est lexpression de Uinduction magnétique en un point trés éloigné sur axe
d’un ampérien de moment magnétique Jb.
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Exercices.

Exercice 3. — Calculer I’induction magnétique B produite par un courant cir-

culaire de rayon R et d’intensité | en un point M de son plan dont la distance au centre O,
OM = x, est petite par rapport a R.

Montrer que B peut &tre mis sous la forme
B = ol (1 4 o),
Sl )
en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur au second,

Un élément I dl de courant (fig. 20), situé a la distance MP = d du point M,
produiten ce point I'induction magnétique dB perpendiculaire au plan du circuit:

dB — _[.ﬁ dl sin a
4n 4 '

Choisissons I’angle 0 comme variable; nous avons

dl = R 4, d? = x% 4+ R?* —2x R cos 0,
R=xcos 0+ dxsina, sina:l{—_——;ggs—g.
Par suite,
dB — Pol R(R — x cos 0) 40
4w

3
(x2 + R2—ax R cos 0) 2
_3
=ﬁ£ 1—% cos0 I—EECOSO-]—i‘—‘- aa’O.
47 R R R2

_I_J;— étant petit par rapport a I’unité, nous

avons, en négligeant les infiniment petits
d’ordre supérieur au second,

I 5 x32 2
dB = ;:R(I ——; cos 0) (I =t %ccos 0 —f% 5 ;% cos® 0) do,
dB — ol [ 4 2 cos 0 .__,3£—|— 9%% 0520 ) 4.

R 2R? = 2R?

Nous avons, 0 variant de zéro a 2

27,

B — f dB;
par suite, en remarquant que

‘f.zwcos()dﬁ-_—o, fzmc0550d0=if2ﬁ(1+c0520)d0=x,
0 0 0

2
I x? x®
B =" (4 L - —3—) .
2R ( TR PR
Pour x = o nous retrouvons 'expression de I'induction au centre.

Exercice 4. — Mé&me question que pour I'exercice 3, le point M étant 3 une
distance x de O trés grande par rapport a R.
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En utilisant les développements limités comme pour ’exercice précédent
on trouve pour partie principale de B

en posant, S étant la surface du circuit,
Jb = zR2I = SI.
Cette expression présente une analogie formelle avec celle,

E=-L 2

- ?
4mey x3

qui donne le champ électrique en un point éloigné du plan de symétrie d’un
dipdle électrique de moment électrique p.

Exercice 5. — Bobines de Helmholtz. On considére deux bobines plates identiques
coaxiales parcourues dans le m&me sens par le méme courant |, leur rayon moyen est
R et leur distance est 2 d.

Calculer I’induction magnétique B en un point de |’axe situé a la distance x du
milieu des deux bobines. Construire la courbe représentant les variations de B avec x

pour d = —é— R. En déduire qualitativement les déformations de la courbe B = f(x)

lorsque d varie.

Les inductions B, et B, produites au point M par les deux bgbines C, et C,

—__2d_
R 03
! M . B R
®’ 0 T X
m B B,
1]
Cl Gz
Fic. 21.

(fig. 21) ont le méme sens (celui de ¥’Ox sur la figure) ; par suite, B, étant I’'induc-
tion créée par chacune des bobines en son centre,

B -3
B=B, + By = BR{[(d—x)°+ R? *+ [(d+ %7+ R .
Posons
_—_—._B_) b1=&’ bgzg—z, i:s’ i:u’
B, B, B, R R

ce qui revient 4 prendre B, comme unité d’induction magnétique et R comme
unité de longueur; il vient

b:bl+bgz [I + (8——1«5)2]

-3 -2
2 3

+ [+ 6+
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La courbe b est obtenue en additionnant les ordonnées des courbes b, et by;
ces courbes composantes sont identiques, symétriques par rapport 2 Ob et
distantes de 25 (en coordonnées réduites).

Etudions tout d’abord le cas particulier 25 = 1 (donc 2d = R), pour lequel

3 3
b=T[1+4 (0,5 —%)° *+ [1+ (0,5 + )% *.

D’apreés ce que nous avons vu (3-3,4°) le point d’intersection (¢ = o) des courbes
composantes est un point d’inflexion pour ces deux courbes, les pentes des
tangentes inflexionnelles étant égales et de signes contraires. Les dérivées pre-
miére et seconde de b par rapport & u sont toutes deux nulles en ce point o1 la
courbe (fig. 22 b) présente un méplat; I'induction est donc sensiblement uni-
forme dans une grande partie de I’espace qui sépare les deux bobines.

3 —0,25 () 0,25 1 N
Fic. 22.
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Pour étudier les déformations de b = f (1) lorsque 23 varie de I'infini (bobines
trés éloignées) a zéro (bobines confondues) en passant par la valeur 1 (cas
particulier étudié), il suffit de rapprocher les courbes composantes b, et b,
symétriques par rapport a Ob :

Pour 25 > 1 (fig. 22 a), & passe par deux maximums symétriques par rapport
a Ob, elle présente un minimum pour # == 0.

Pour 25=1 (fig. 22 ¢), la courbe b ne présente plus qu’un maximum pour z=o.

Pour & = o0, les deux bobines étant confondues, la courbe est celle que
fournit une bobine unique comprenant 2N spires.

Exercice 6. — Un fil conducteur, parccuru par un courant |, 2 la forme d’un
carré de ¢dté a. Calculer I'induction magnétique, au point M d’abscisse OM = x
sur la normale au plan du carré en son centre O. Quelle forme prend-elle lorsque x
devient trés grand par rapport a a?

Il est facile de voir (fig. 23) que, par raison de symétrie, I’induction B au
point M est dirigée suivant I’axe Ox et que son module est égal 4 4 fois la

Fic. 23.

projection B, sur Ox de I'induction B, créée par un cété du carré. Par suite
B = 4B, = 4B;sin a = 4B —L5 s
Va? + 4x°
BIZEQ]_:QSin():P‘UI a .

4= MH T \/:za-{—:;x“ \/202—]—4;;2 ’

d’oll
B = Pol 4a®

(a4 gx?) V2a® £ gx0

A une grande distance, a est négligeable par rapport 4 x et 'on a

B~ Pl 22° _ py 24b
_—T e T T T T 4
4w X3 T X

en posant Jb = I[a? = SI. Le circuit se comporte comme une boucle.

Exercice 7. — On considére dans un plan deux circuits semi-circulaires C; et
C,, de méme rayon R et de méme centre O, parcourus en sens inverse par des courants
de méme intensité |. Déterminer le vecteur induction magnétique B qu’ils produisent
en un point P de leur axe commun x’Ox; étudier ses variations en fonction de OP = x

X

(il est commode pour cela d’utiliser la variable sans dimension u = T) .
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Considérons (fig. 24) en M, et M, deux éléments de courant de longueur

e

Q

\
b3

=\

Ml
-7 /// {
| "
d
0
7
4
T1c. 24.

dl = R da; ils produisent au point P (M;P = M,P = d) des inductions élémen-
taires de méme module dB, indépendant de a,

dB — Pl g — BRI,
47d>® 4rd?

Les deux vecteurs dB sont dans le planaxial qui contient M;OM,; ilssont,
compte tenu du sens des courants, symétriques par rapport au plan de front
YPZ et font ’angle 6 constant avec ce plan. Il en résulte que leurs projections
sur I’axe x'Px sont opposées et que la composante B, du vecteur B suivant cet axe
est nulle : ce vecteur B est donc dans le plan YPZ. La projection sur ce plan
de la résultante des vecteurs dB a pour module

2dByp, = 2dBcos 0 = lﬂ?‘_‘:;ioda;
an

le vecteur 2 dBy,, fait 'angle « avec PZ et son module est indépendant de «.

Considérons maintenant en Mj, Mj le couple d’éléments de courant
symétrique du premier par rapport a 2'Oz; ils produisent en P des inductions
dont la résultante projetée sur le plan YPZ est symétrique de 2 dBy,, par rapport
A ’axe PZ. Par suite 'induction B est dirigée suivant cet axe et la résultante
4 dB, des inductions produites par les deux couples d’éléments considérés est

4 dB; = 4 dByp, cos & = &IR_C_:’S_O cos @ de.

T

B s’obtient en faisant la somme des vecteurs 4 dB,, « variant de zéro 3 = :

2
B — kIR cos 8 2 cos o do — PoIR 080 pol ooa g o
T o ~ d* T

tojca

=El_01: 0 i — 20 —, [__J‘OIR 2 R2 _%: il_Ol i 1 iz ) -
- ( cos? 0) - x(x? 4+ R?) = -+ T
Quant 4 son sens, il se déduit facilement de celui des courants: PZ sur la
figure.
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Pour étudier les variations de B posons

%=cotg0:u; B =

=

A=

-y = E %
B’
il vient
-3
»=u(r + u? 2.

J, et par suite B, s’annulent pour u = o (x = ) etu= o0 (x = 0); ce
dernier résultat se comprend puisqu en O toutes les inductions ¢lémentaires,
dirigées suivant I’axe, sont deux & deux opposées (pour des éléments diamétra-
lement opposés).

La courbe y = f (1) étant symétrique par rapport au point O (fig. 25), il

A
Y=3
0,5+ -
2 |
| =
T T
~ SN | | 0 071 1,225 %:%
> -—0,5
Fic. 2s.

nous suffit donc d’étudier la branche u >> o (B > 0); I'induction B est dirigée
vers le haut dans le plan axial vertical alors qu’elle est dirigée vers le bas (B <C o)
pour u << 0. Nous avons

ta|a|
i

a’y = (1 4 u? ) (1 — 2u?); £ — su(x + ua)_ (2u® — 3).

de
du du?

9 s’annule pour u = \/—52 0,71, pour lequel y est maximal;
2

u
y = g\g/g = 0,385'

2
d) s’annule pour u = 0, dans ce cas la tangente d’inflexion a pour pente 1,

ct pour u = \/3 = 1,225, y = ‘/15 == 0,31, point d’inflexion pour lequel
100

la pente d’inflexion est — 0,32 _2_ = -— 0,20.
P 3 . >

3-4. Champ magnetique d’un solénoide.
5
La définition d’un solénoide ayant été donnée (1-1, 2°), nons dési-
gnons par R son rayon, [/ sa longueur, IN le nombre total de spires (en

tenant éventuellement compte de plusieurs couches); n=—lliest le

nombre de spires par unité de longueur (par métre). Pratiquement
une bobine formée d’un fil conducteur enroulé suivant une hélice de
petit pas est un solénoide; le fil doit étre isolé si les spires sont jointives.
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1° Configuration générale du champ.

Le phénoméne étant évidemment de révolution autour de I’axe,
il suffit de former le spectre magnétique dans un plan passant par
I’axe du solénoide (fig. 26); un léger écartement entre les spires permet
a la limaille de fer de tomber sur le carton a I'intérieur du circuit.

n

Fic. 26.

On constate que ’axe est une ligne d’induction qui est I’axe de
symétrie des autres lignes. L’application de la reégle du tire-bouchon
donne leur sens.

A Pextérieur les lignes d’induction sortent de la face nord pour s’épa-
nouir et rentrer par la face sud en se resserrant, elles ont la méme allure
que celles d’un barreau aimanté cylindrique (9-4, 2°).

A Dintérieur, suffisamment loin des extrémités de la bobine,
les lignes d’induction sont sensiblement paralléles a Vaxe : le champ
est uniforme.

2° Induetion en un point de I’axe.

Toutes les spires produisent des inductions de méme direction et de
méme sens, ceux de 'axe magnétique x'Ox (fig. 27), le sens étant donné

+@l+
€ :E/ R &
B0Te ], N 0. 0, | B
XM sr 0 ;Nw xS 0 M N &
Fic. 27. Frc. 28.

par la régle du tire-bouchon; I’induction B au point M a donc Mx
pour support.

Prenons le point M pour origine des abscisses comptées positivement
dans le sens de l'induction. Considérons une tranche de solénoide,
d’épaisseur dx, d’abscisse x, dont le rayon R est vu de M sous I’angle

0 = (Mx, MP) pouvant étre compris entre o et = suivant la position de
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M; constituant une bobine plate de n dx spires, elle crée en M(3-3, 3°)
I’induction

dB = BGIE{E sin3 0 dx;

2
comme
xz-g, et dxz—R,de ,
tg 0 sin? @
nous avons
dB = — X pnlsingdo =1 ol d (cos 6).
2 2

Par suite, en appelant 0, et 0, les angles de Ox avec les droites MS
et MN allant de M aux spires terminales (faces sud et nord) :

B = % ol (cos 0y —cos 0,).

S M est a lextérieur du solénoide, les angles 0, et 0, sont tous deux
aigus (M a gauche de S) ou tous deux obtus (M a droite de N), les
cosinus ont le méme signe que le module de B et

B = = pynl|cos 0, — cos 0,].

I
2

Si M est & Uintérieur (fig. 28), un des angles est aigu, I’autre est obtus;
les cosinus sont de signes contraires et ’on a

).

B = % ponl (Jcos 64| 4 |cos 8,

Les formules précédentes donnent B en teslas, avec py = 4x.1077,
n étant le nombre de spires par métre et I Pintensité exprimée en ampéres.

Remarques.

a) L’induction élémentaire dB produite par la bobine plate d’épais-
seur dx, qui constitue en quelque sorte un élément de solénoide, a une
signification physique puisqu’elle est créée par un circuit qui peut étre
congu isolément. D’ailleurs le solénoide est bien la juxtaposition de cir-
cuits complets.

b) L’expression de I'angle solide d’un céne de révolution étant

Q = 2=(1 — cos 6),
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Pangle solide sous lequel est vue la surface latérale de I’élément de
cylindre de longueur dx (fig. 29) est

dQ) = 2% sin 0 d0.

d
Par suite nous avons €n valeur

absolue
dB = %0 I 4Q,
4=

et pour le solénoide :

Fic. 2q.
4=

Q étant Iangle solide sous lequel la surface du solénoide est vue du

-

point M.

3° Cas particuliers.
a) Dans le cas d’un solénoide dont la longueur est trés grande par
rapport au rayon, on a, de part et d’autre du centre O et suflisamment

loin des bouts, 0, = 0, =~ 0, et
ﬁ} = pottl.
| —
On démontre que cette expression reste valable en dehors de

Paxe :
L’induction a P’intérieur et loin des extrémités d’un solénoide trés

long est uniforme.
2ooomtetl =10A:

Par exemple, pour n =
B =4%.1077.107% = 0,012 7 tesla.

= By = §, par siite

b) Au centre d’un solénoide 0,

BO - p.oﬂI cos 0.

¢) Au centre d’une face terminale on a par exemple 0, = — ct
2

I
B = —pynl cos 6y
(2]

-

si le solénoide est long (6; =~ o),

B s L P.unI-
2
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Exercices.

Exercice 8. — Un ruban métallique de largeur 2 b est enroulé sous la forme
d’un cylindre de rayon a (fig. 30). Les deux génératrices trés voisines, extrémités
du conducteur ainsi constitué, sont mises en relation avec un générateur de fagon
que le cylindre soit parcouru par un courant d’intensité totale | perpendiculaire
aux génératrices, intensité qui est uniformément répartie le long d'une généra-

trice.
Déterminer I'induction magnétique créée par ce courant au centre O du cylindre;

iy
_

quelle est sa valeur limite lorsque, l'intensité T rapportée a I'unité de longueur de

génératrice restant constante, la longueur du cylindre tend vers I'infini?

Considérons le courant circulaire qui passe dans une bande de largeur dx
(fig. 31) dont le plan est situé a la distance x de O et dont le rayon est vu de
ce point sous ’angle 0. Il produit au point O une induction magnétique dB
dirigée suivant I’axe du cylindre; son intensité est

2k
par suite
dB — 2091 a0 — Po T gins 0 dx.
2a 4ab
Or nous avons
X = G ; dx = fzdo ;
tg 0 sin? (
par suite
dB = — ol 020 — ol 4 (cos 0);
ab 4b

et, a étant ’angle sous lequel le rayon a des faces terminales est vu du point O,

f+ * d(cos 0) = @: Cos @ = {1l COS &,
g 2!

1
5 P
4b

en posant i = —.
g 2b
Lorsque b tend vers I'infini, B tend vers pyi.
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Exercice 9. — l° Calculer I'induction magnétique B au centre O d’une bobine
cylindrique portant n couches par centi-
métre d’épaisseur, chaque couche compre-
e — nant n spires par centimétre de longueur.
Les rayons des spires terminales sont vus
sous les angles 0, et 0,; 21 est la longueur

il 5 de la bobine (fig. 32).
di’ 2 | —— Application : Calculer B en fonction
0 de n et de i lorsque 21 = 5 cm. On donne

le rayon des spires extérieures r; = 0,8 cm,
celul des spires intérieures r, = 0,4 cm.

Quelle erreur relative commet-on dans
Fie. 32. le calcul de B, en supposant que toutes les
spires situées dans un mé&me plan normal i

e

fe—

: ; |
I"axe se comportent comme si elles avaient pour rayon le rayon moyen r = 7(r'1 + ry)?
Dans la suite on prendra la valeur ainsi calculée.

2° Les dimensions 2 1, r, et r, qui définissent le volume de I’enroulement sont impo-
sées; ce sont celles de |'application numérique; le nombre total de spires N et par
conséquent la résistance R de la bobine dépendent de la section du fil utilisé. Le cuivre
ne remplit que les deux tiers du volume de |'enroulement, le reste étant occupé par
I’isolant.

Donner la relation entre I'induction au centre, la résistance R, la résistivité p du
cuivre et I’'intensité i du courant.

Application : p = 1,8.107% Q. m.

1° Nous utilisons le systéme S.I. rationalisé sauf pour le nombre de spires
par unité de longueur, n spires par centimétre, le nombre de spires par meétre
étant n’ = 100 2.

Considérons la bobine de longueur 2/, de rayon r vu du point O sous ’angle 0,
d’épaisseur dr, comportant par suite n’dr = 100 n dr couches et n’2 dr = 10* n? dr
spires par meétre.

L’induction au centre O de cette bobine est

dB = pgn’%i cos 0dr = 10%pyn®i cos 0dr.

Nous avons

ldb
r=1tg§; dar=—""-3;
B cos? 0’
par suite, en posant A = 10%p,l n%,
A = rorydati -2 . — o B
cos? 0 cos 0

L’induction au centre de la bobine étudiée est

B —— A. u’ *‘dﬂ .
0, cos f
Nous avons, en posant u = sin 0,
d0 :cosﬁd(): du__n=i _1__+ 1 )du;
cos cos? 6 1 — u? 2 \1 4+ u 1 —u
f LV I P s k. SO B, JP f L
cos 2 I—u 2 1 —sinf



FORMULE DE BIOT ET SAVART 49

par suite
B — iLow (1 4 sin0;) (1 —sinf,) _ A Log, (1 4 sin 0,)2 (1 —sin 02)2
2 “ (1 —sin 6;) (1 4 sin 0,) Z cos? 0; cos? (,
B — A Log, (r + sin 0,) (1 — sin 02) |
cos 0, cos 0,

D’otl, en remplagant sinus et cosinus en fonction de r,, 7, et [ et en posant

£ = et Eg =

l\-l{?

1
l
(1) B=A Loge% (\/T% 4 3 4 Tli) (V’% + 2 —7'2)
= ALog, (V1 + eI+ &) (Vi + 2 —ep)e
L’application numérique donne
A = 10%,ln% = 4r.10%. 1077 X 2,5.107 2% = 3,142.107%%;
B = 2,303 Alogyy (V1 + ¢f + &) (V1 + § —¢y) = 0,15546 A
= 0,155 46 X 3,142.107%n% = 4,885.10" 512
Supposons maintenant que toutes les spires aient pour rayon moyen
r= 1 (r, 4+ r,), rayon vu de O sous I’angle 0; la bobine comporte 100 n(r; —7,)
2

couches, donc 10%*n2(r; — r,) spires par metre; 'induction au centre est donnée

par
ry—1g

Vi, + o) + 402

(2) B’ = 10%pn®i(r, —r,) cos 0 = 2A

L’application numérique donne
B’ = 0,155 58 A = 4,888.107% n%.
L’erreur relative commise en prenant B’ au lieu de B est

B"—B _ 4,888 — 4,885 ~ 6. 104
B 4,9
elle est donc inférieure au millieme.

Nous pourrions montrer, en effectuant un calcul approché a 1’aide de la
formule (1), que celle-ci permet de retrouver la formule (2) et méme la formule

plus grossierement approchée

ry—7T .
BzAl—l2 = 5,0 X 10”513,

a2 9%, pres.
Pour la suite nous utiliserons la valeur approchée & 3.1078 prés

B = 4,9.107%7%.

29 Le nombre de spires par couche est 1007 X 2l = 5n, le nombre de
couches est 100 n(r, — r,) = 0,4 n; le nombre total de spires est donc N = an2,

La longueur totale du fil est
(1) L ==(r; + ro)N == 24%.10%n%
Le volume total de I’enroulement (y compris I'isolant) est

v =n(r —r}) X 2l = 24n.1077" m?;
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celui du cuivre est, s étant la section du fil,

2 —
' = 9y = 16n.1077 = Ls = 24x.107%n%,
3

d’olt nous tirons

et par suite, en tenant compte de (1),

A, 360 rnt.
)

D’ot1 I'expression de R en fonctionde p et de n :

R = p—i‘ = gborgnd,

et par suite
n? = 1 __ R

= H
Gy 10 P

d’ou I'induction au centre :

B = 4,9.10"%% = M%_ji\/g = 1,46.10—4i\/R—,
6 {/ 107 P P

et, pour p = 1,8.107% Q.m,

Bz\l/’—‘}% iVR = 1,15\/R—i2.

1,

Nous voyons que B est proportionnel 4 la racine carrée de la puissance
dépensée par effet Joule dans ’enroulement, autrement dit cette puissance Ri?
est proportionnelle a B2,




CHAPITRE 1V

POTENTIEL-VECTEUR A
DU VECTEUR INDUCTION B.
CONSERVATION
DU FLUX DIINDUCTION

4-1. Rotationnel B et potentiel-vecteur A.

Considérons un champ de vecteurs quelconque A, de composantes
cartésiennes A,, A,, A,; on peut lui faire correspondre un champ de

e . ’ . =
vecteurs B, de composantes cartésiennes B,, B,, B, appelé rotationnel de A,
ce que 'on écrit

A A —
B = rot A,

dont les trois composantes cartésicnnes ont pour cxpression

B, — rot, A — 28:__PA
T - (\l]) b,g ’
DA DA,
B — rOt A — E'__I':-'_ —_— 1
(I) Y ¥ 0z D
B, =rot, A = 04, A,
: : ox Ay

Le vecteur A est le potentiel-vecteur de E.

Les rclations de définition précédentes sont relatives a un triedre de
référence Oxpz direct; si 'on passait au tricdre de référence inverse il
faudrait changer les signes des seconds membres pour conserver le

A — ~t . ¢ .
sens de B. Les vecteurs A et B ont donc des symétries différentes. Si, comme nous
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e \.,_ﬂ . . -
I’avons supposé, A est polaire, B est nécessairement axial, et inverse-
ment,

Etant donné un champ de vecteurs B quelconque, il n’est en général
pas possible de trouver un champ de vecteurs A défini par les équations
aux dérivées partielles (1) tel que B soit le rotationnel de A. Lorsque
cela est possible, on dit que le vecteur B dérive d’un potentiel-vecteur A. Ona alors

dlvB ~—d1vro KE

11 suffit, pour le démontrer, d’associer les équations (1) a la relation
de définition de la divergence (grandeur scalaire) :

. N 0B, 2B, 0 /A, 24,
div B = —%
v ox A dy R 22 (Oy D«,)

d /dA, DA, DA A,
+5(bz_bx)+bz(bx by)__o

A —
La divergence d’un vecteur B qui dérive d’un potentiel-vecteur A est
nulle en tout point.

4-2. Rappel de la condition de conservation du flux
d’induction.

Le théoréme d’ Ostrogradsky, traduit par la formule

®=f3d®=f2§.d§:ffVdivﬁ.dv,

permet de remplacer I'intégrale de surface donnant le flux d’un vecteur
champ (qui peut étre de nature polaire ou axiale) sortant d’une surface
fermée X par une intégrale de volume étendue au volume V limité par
cette surface.

Ce théoréme permet d’établir que la condition nécessaire et suffisante
pour que le flux du vecteur B soit conservatif est que la divergence de ce vecteur
soit nulle en tout point du champ.

Or nous avons vu que, si le vecteur B dérive d’un potentiel-vecteur,
sa divergence est nulle; par suite :

Le flux d’un vecteur qui dérive d’un potentiel-vecteur est conser-
vatif.
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4-3. Le vecteur induction dérive d’'un potentiel-vecteur.

Considérons au point M (fig. 33) de coordonnées x, », z, un élément

de courant Idl d’un circuit
z linéaire C dans le vide, élément
dont les composantes suivant
les axes du triéedre de référence
Oxypz sont

Idl,, 1dl, et]dl,.

Soit P un point défini par
MP = r et par les cosinus direc-
teurs a, 8, v du vecteur unitaire

>
u porté par MP, on a

0] Yy
or or or
&= ——3 B = sy N = —
ox oy 0z
i
Fic. 33. L’induction élémentaire

produite par I’élément de cou-
rant au point P est donnée par la formule de Biot et Savart :

dB — ol AT
4wr?

Cette relation, projetée sur ’axe Ox, donne

I I > /dl > /dl,
4B, == P te dl g JL) = B2 [_é __y) 0 (dl, ],
4"_\‘7_2 (Y Y B ~) 4—7: bz ( > + by -

) A
d’ot1 les expressions des composantes de 4B,

4B, — ol [_l(d_l:>ﬁi<9’iy>j —° (4A) — 2 (4A)),
47 oy T 0z r /| oy 0z

4B, — Pol L(%)-L(ff_ﬂ)“ =2 (dA,) — -2 (dA)

Togm Loz \ 7 dx \ 7 /| Dz “ X =2

4B, — ol [i (d_lz>__1 (ﬂlwy =2 (dA) — -2 (dA,).
4w Lox \ r oy \ r /| ox Qy

Ces résultats expriment la relation

LA —
dB — rot dA;
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—_—
le vecteur dA, dont les composantes sont
_ ol 4.
4% T To4m or o4m o1

est donc défini par

A, =Pl de gy wl AL s

& vl A
4= r

A _ = ‘

dB dérive donc du potentiel-vecteur dA, vecieur paralléle a I’élément de courant
Idl.

L’induction

| A —
B:de:f?c?tdA,
C G

- - - -
somme géométrique des rotationnels de dA, est le rotationnel du vecteur

Finalement nous avons

~—

A —
B = rot A;

le vecteur induction magnétique dérive du potentiel-vecteur A,

Remarquons que dA est inversement proportionnel a r de méme que
le potentiel électrique d’une charge électrique ponctuelle, mais #/ s’agit,
dans le cas de Uinduction magnétique, d’un vecteur (d’ou I’expression potentiel-
vecteur) alors que le potentiel électrique est un scalaire.

4-4. Unité S.I. de flux d’induction : le weber (WD).

Rappelons la définition du flux d’un vecteur dans le cas de I'induc-
tion magnétique. Ayant fait choix d’une normale positive a I’élément
de surface dS de fagon a pouvoir représenter cette surface élémentaire par

le vecteur 49, le flux d’induction & travers dS est défini par la relation
db = B.dS = B dS cos 0.

L’unité S.I. de flux d’induction s’appelle le weber (symbole Wb) :

Le weber est le flux d’induction qui traverse une surface plane de
| m? disposée normalement a une induction uniforme de [ tesla.

Le maxwell est un sous-multiple du weber :

1 maxwell = 1 gauss.cm? = 107%. 1072 T.m? = 1078 Wh.
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Nous verrons plus tard, dans I’étude des phénomeénes d’induction
électromagnétique (13-2), que le weber peut étre rattaché au volt, de
sorte que le tesla peut étre lui-méme étre rattaché au weber; cela nous
explique que I'on exprime souvent un flux d’induction en webers par
metre carré (Wb.m—2).

4-5. Conservation duflux d’induction magnétique. Rela-
tion de milieu.

Le fait que le vecteur induction dérive d’un potentiel-vecteur
entraine que le flux d’induction magnétique est conservatif. Ce fait
extrémement important peut étre démontré directement a partir de la
loi de Biot et Savart en établissant, sans passer comme nous ’avons fait,
par I'intermédiaire du potentiel-vecteur, que la divergence de I’induction
est nulle en tout point.

La relation

div B = o en tout point

est une relation locale de milieu en ce sens qu’elle exprime une pro-
priété du vide; elle reste valable dans tous les milieux, méme pour des
courants variables, en tous les points de I’espace en présence de courants
et d’aimants. Elle est donc absolument générale et elle me fait pas intervenir
explicitement le flux d’induction magnétique. Nous devons la considérer
comme une relation fondamentale de I’électromagnétisme.

Il est cependant intéressant d’exprimer la conservation du flux de
B souslesformessuivantes (fig.34).

a) Le flux d’induction magnétique
sortant d’umne surface fermée lraversée
ou non par des couranis dans le vide
(et méme pénétrant dans un
milieu quelconque) est nul.

b) Considérons un tube d’in-
duction du champ produit par
un circuit lindaire : il constitue
un anneau enlagant le circuit, anneau
dans lequel le flux d’induction & travers
une section quelconque est constant.

¢) On peut également consi-
dérer le fube d’induction global qui
Fre. 34. s’appuie sur le contour C du

circuit. Nous verrons qu’une ligne

d’induction enlace forcément le circuit; ce tube global contient donc toutes
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les lignes d’induction, qui traversent une surface quelconque X limitée
par le contour C.

Choisissons sur une telle surface ¥ une normale positive liée au
sens du courant par la convention du triedre direct (régle du tire-
bouchon); les lignes d’induction traversant alors ¥ dans le méme sens
que les normales positives & X et le flux global & & travers G ou flux propre
du circutt est positif avec cette convention. Comme, d’autre part, I’'induction
B est proportionnelle & I en tout point, il en résulte que :

Le flux d’induction propre d’un circuit est positif et proportionnel
a I’intensité du courant.




CHAPITRE V

CIRCULATION
DU VECTEUR INDUCTION.
THEOREME ID’AMPERE

5-1. Lemme préliminaire. Gradient d’angle solide.

10 Représentation vectorielle d’un élément de surface.

a) Nous avons déja été conduits a représenter un élément de surface
par un vecteur, vecteur qui était polaire parce qu’aucun sens parti-
culier n’était prédéterminé sur le contour de I’élément.

Considérons maintenant un élément de surface d’aire d2S, sur le

%
a’s

Face Nord

F1c. 35.

contour C duquel un sens de parcours
est déterminé (fig. 35), le sens d’un
courant linéaire par exemple. Par
convention nous appelons normale posi-
tive la demi-normale qui se déduit du
sens sur C par la convention de rota-
tion du triedre direct (régle du
tire-bouchon). Cette normale positive
traverse ’édlément de sa face négative
(ou face sud) vers sa face positive (ou
face nord).

L. |
Soit n le vecteur unitaire d’aire sur

la normale positive; nous représentons I’élément de surface par le vecteur

d2S =

A
D’aprés ce qui précéde n et d?

(|
n

d2S.

sont des vecteurs axiaux.
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b) Supposons maintenant (fig. $6) que 42S soit un parallélogramme
T ¢lémentaire défini par les vecteurs dl
a’s et ds et choisissons pour sens de parcours

A =
sur le contour de d®S le sens de dl.
L’¢lément de surface est défini par

U
Ly W% le produit vectoriel

& ¥ d%S =7 d®S = dl A ds,

O _
X)) \ de module d2S = dids sin 0, le triddre

iy = (dl, ds, n) étant direct.

&

2° Angle solide élémentaire sous
lequel I’élément de surface est vu d’un
M point M.

F1c. 36. o 2
Posons MP = r et soit u le vecteur

unitaire sur MP; nous avons
S =
MP = ru.
L’angle solide d2Q sous lequel %S est vu de M est défini par le pro-
. . » ’ . . ~A s
duit scalaire (o étant ’angle des vecteurs unitaires z et u)

=

&S cos a _ u.d%S _ > ~1d®S

42 =
o2 2 2

et, dans le cas o 425 est le parallélogramme élémentaire défini précé-
demment, par le produit mixte
o =Bd Ads) 12 g o,

73 r2

d*Q est positif si I’angle « est aigu, autrement dit si I’on voit de M la
face sud de I’élément de surface; il est négatif si « est obtus, et c’est
alors la face nord de 4%S qui est vue de M.

3° Gradient d’angle solide.

Considérons le contour fermé C sur lequel un sens de parcours nous
est donné. Supposons que C soit vu du point M sous la forme d’une
seule boucle; nous dirons qu’il parait simple a I'observateur placé en M.
Il en est ainsi lorsque les normales positives le long de C font toutes des

- - . . ’
angles aigus avec les rayons vecteurs MP qui vont de M aux différents
points de C : I'observateur placé en M voit alors la face sud de C et
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I’angle solide Q est positif; il en est de méme lorsque tous les angles
sont obtus : 'observateur voit alors la face nord de C et I’angle solide Q
est négatif.

- —_> et .
A un déplacement élémentaire ds = MM’ du point M correspond une
variation dQ) de Q; nous avons, d’apres la définition du gradient,

dQ = g\r_zfd Q.E;.

Nous nous proposons de déterminer dQ et par suite le vecteur g\rfd Q
(vecteur axial puisque son sens résulte d’une convention de rotation
pour définir le signe de Q).

Il revient au méme pour le calcul de dQ de laisser le point M fixe

(fig. 37) et de donner a C la translation ds' = — ds; dans sa nouvelle
position C; le contour est vu
8 sous lancle Q, tel que
26
ad”s

d0 = Q, — Q

[

La surface-canal élémentaire
balayée par C dans son dépla-

—_—
cement ds’ est vue de M sous
I’angle solide Q' et I’on a, dans
le cas de la figure,

et par suite

Fic. 37.

20 — — d5Y,

ce résultat restant valable dans I’autre cas ou la face nord de C serait
vue de M.

Il nous suffit donc de calculer 4Q’. Or dQ’ est la somme des angles
solides tels que 42Q)’ sous lequel est vue de M la surface 42S balayée par

— > .
un élément d/ du contour C. Nous avons, u’ étant le vecteur unitaire

_—

sur MP dans le sens MP,
\ A

> >  —= — > > —>
2207 — uw'.d®:S _uw'(dl Nds') (u'.dl.ds")
7,2 72 12
% = . 5 . = 9-’
Faisons mtervemr le vecteur unitaire u = —u’ de P vers M et

posons PM = 7 = ru; nous avons, en remplagant ds’ par-—-d_s> u parz?
et en utilisant les propnetes du produit mixte,
ﬂWHGJE=E@A%:_£@Aa

7'2 ’-2 72
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et par suite

dQ = —dQ' = ds e ds grad Q,
A ﬂAZ:fﬁA?
B . -fc e c 7

La figure 38 rappelle la signification des notations employées dans
la formule précédente. L’expression du vecteur gradient de Q étant ainsi

connue, on a, d’aprés la définition d’un gradient et quel que soit ds,

—

PQ:&&Q@

dQ est la circulation élémentaire du vecteur gradient de Q.
Lorsque le contour C vu de M n’apparait pas simple mais comme

M
Frc. 38. Fic. 39.

formé de deux boucles C; et C, (fig. 39), I'observateur voit la face nord
de 'une (C,) et la face sud de I'autre (G,). L’angle Q est alors la somme
algébrique de deux angles solides Q, et Q, de signes contraires; ils ont en
commun le rayon visuel MQ,Q, s’appuyant sur le contour en deux
points Q,, O, qui paraissent confondus pour I’observateur placé en M.

5-2. Circulation élémentaire du vecteur induction
magnétique.

Le circuit C (fig. 40) parcouru par le courant I crée au point M
. . A ’ r] # . e = .
Pinduction B. Pour un déplacement élémentaire MM’ = ds, la circula-
. 212 . b5y
tion élémentaire dC du vecteur B est

wziﬁ=xfﬁ.
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D’aprés la formule de Biot et Savart et ’expression précédemment

. établie du gradient de Q, nous avons

"
1
\ _ pol s.g\rfd dQ _ ol dQ.
47 4w
L’expression
o de = P 140
B 4=

Fic. 40.

montre que :

La circulation élémentaire du vecteur induction magnétique est une
différentielle totale.

5-3. Le théoreme d’Ampere pour des courants linéaires
dans le vide.

1° Surface frontiére d’un circuit. Parcours fermés enlagant un circuit.

Pour faciliter les raisonnements et en vue de préciser ce que nous
avons appelé faces nord et sud d’un circuit C, nous allons définir /a
surface jfrontiére de ce circuit, supposé gauche pour plus de généralité.

Considérons (fig. 41) deux points M et M’ d’ou I'on voit, sans
ambiguité possible, respectivement les
faces sud (Q > oen M) et nord (Q < 0 E
en M’) de C. Nous pouvons concevoir
deux groupes de trajets conduisant de
MaM:

a) Les trajets extérieurs au circuit, tels
que MEM!’, pour lesquels Q varie
d’une facon continue de Q a Q' en
s’annulant pour changer de signe au
point E (ot la valeur nulle résulte en
général d’une somme algébrique). La

variation d’angle solide de M en M’ est
Fic. 41.

AQy = Q' —Q

MY

b) Les Irajets intérieurs au circuit, tels que MJM', pour lesquels I’angle
solide varie de Q & + 2= stéradians de M en J (variation 2z — Q), point
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ou il passe d’une fagon discontinue de + 2= & — 2= pour ensuite croitre
en valeur algébrique (décroitre en valeur absolue) de — 2z a Q' le
long de JM' (variation Q' 4- 2z). La variation totale de M en M’ est
donc

AQ;=27— Q4+ Q' 4+ 2= Q' — Q + 4=.

Pour les trajets inverses M'EM et M'JM les variations scraient changées
de signe.

Nous appelons surface extérieure frontiére Xy le lieu des points I et
surface intérieure frontiére X; ou plus simplement surface du circuit,
le lieu des points J. L’ensemble des deux surfaces est la surface frontiére
2 du circuit.

Y sépare 'espace en deux régions, celle des points M d’oui1 I'on voit
la face sud du circuit (Q > o), celles des points M’ d’ot I'on voit la
face nord du circuit (Q' < o).

X, illimitée vers Pextérieur, est donc le lieu des points E tels que
Q = o. Dans sa traversée, Q ne subit pas de discontinuité, il change
seulement de signe.

Par contre, dans la traversée de la surface du circuit I;, Q subit la
discontinuité == 4= sulvant le sens du parcours :

La surface du circuit peut étre considérée comme une surface double, formée
des deux faces confondues, face sud (Q = + 2=x) et face nord (Q = — 2%).

Envisageons maintenant les parcours fermés passant par M; nous pouvons
également les classer en deux catégories
(fig. 42) :

a) Les trajets qui enlacent le circuit;
ce sont ceux, tels que I';, qui traversent
la surface intérieure du circuit.

Pour le sens de circulation de la
figure (sens SN) I’angle varie de Q a
+ 2z de M enJ (variation 2z—Q), puis
de — 2z a Q de J en M (variation
Q + 2x). La variation totale est donc

AQ=27—0Q ++ Q 4 22 = -+ 4=.

Elle serait égale a — 4= pour le sens
inverse de circulation (sens NS).

Fic. 42. b) Les trajets qui n’enlacent pas le
circuit ou trajets fermés extérieurs au circuit;
ce sont ceux, tels que I'y, qui ne traversent pas la surface du circuit
(ils peuvent, comme sur la figure, traverser X;). Pour ces courbes fermées
on a
AQ = o.
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D’une fagon générale AQ = == 4p= pour un parcours fermé qui
enlace p fois le circuit parcouru dans le méme sens.

20 Théoréme d’Ampére.

Le théoréme d’Ampére est relatif a la circulation du vecteur induc-
tion magnétique. D’aprés I'expression de sa circulation élémentaire
nous avons :

a) Pour un trajet fermé I'y n’enlagant pas le circuit,

8= #ol dQ = o.
4% Jrg

b) Pour un trajet fermé enlagant une fois le circuit,

=l £ g0+ vol,

4% Jry
le signe - correspondant a la traversée de la surface du circuit dans le
sens sud-nord, le signe — au sens inverse.

Le signe de C dépend donc des sens respectifs du courant et du par-
cours, le signe -+ correspondant a la convention de rotation adoptée.
Il est commode de considérer 1 comme une grandeur algébrique, positive si les
deux sens sont conformes & la convention de rotation, négative dans le cas contraire.
On a alors dans tous les cas :

Ce résultat constitue le théoréme d’Ampére:

La circulation du vecteur induction magnétique le long d’un parcours
fermé qui enlace une fois le circuit linéaire qui le crée dans le vide est
égale a 1 l.

Le théoréme d’Ampere peut étre généralisé :
a) Si le trajet fermé enlace £ fois le circuit dans le méme sens, on a
€ = Fy,l.

b) Supposons que B soit créé par plusieurs circuits linéaires C;, C
parcourus par les courants constants I, I,, ..., nous avons

B=B, +B,+--; E€=C+C5+ -,

25 ey

et par suite
C = P'U(Il + 12 -+ ) = IJ“OSI;

I,, I,,... étant des valeurs algébriques. Bien entendu, si le trajet enlace
plusieurs fois I'un des circuits, il faut en tenir compte comme nous
venons de le voir.
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5-4. Conséquences etapplications du théoreme d’ Ampere.

1° Lignes d’induction dans le vide.

Considérons le circuit C dans le vide. Nous nous proposons de suivre

une ligne d’induction I' dans son sens positif, celui du vecteur ﬁ, a
partir d’un point M que nous supposons par exemple placé devant la

face sud de C (fig. 43). Le vecteur B ayant la direction et le sens du

E
M
184
B
C
S
Fic. 43.

déplacement élémentaire ds, nous avons constam-
ment dC > o et par suite dQ > o.

Q positif croissant, le point mobile ne peut
que se diriger vers le circuit et atteindre un
point J sur sa surface ot Q subit la discontinuité
de 4 27 & — 2% (pour laquelle dC = o puisque
le déplacement correspondant est nul). Dés lors
Q, négatif, décroit en valeur absolue, le point
atteint forcément la surface extérieure frontiére
en K ol Q change de signe en s’annulant. Q,
redevenu positif et toujours croissant, ne peut
que finalement reprendre la valeur  correspon-
dant au point de départ; en effet, s’il reprenait
cette valeur initiale en un point différent de
M, le trajet ne serait pas fermé pour une circu-

A
lation de B égale a pl, et le théoréme d’Ampére
serait en défaut. Par suite :

Toutes les lignes d’induction sont des lignes fermées qui enlacent le

circuit.

20 Induetion produite par un condueteur eylindrique rectiligne indéfini.

Par raison de symétrie les lignes d’induction sont des cercles

dont I’axe est celui du conducteur;

appliquons le théoréme d’Ampére

pour déterminer le module de B

(fig. 44).

a) En un point M a [Dextérieur du

conducteur.

Posons OM = ¢, nous avons

Cr

d’ot1

— QﬁaB]\{ — lL()I,

B, — Mol

2na
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Nous retrouvons bien la formule (2-4) pour un conducteur linéaire
indéfini.

b) En un point m a Iintérieur du conducteur.

Le milieu conducteur étant supposé non magnétique, le théoréme
d’Ampeére est encore applicable.

Posons Om = r et supposons que l'intensité I soit réguliérement
répartie dans la section avec la densité de courant constante (R rayon
du conducteur) :

;= L
=R 2
L’intensité enlacée par le cercle de rayon r est
r2
B\ I, = 'szl, = iz 3
par suite
y2
BR ——————— I erm == 2"er ]J;OEZ I_,
| d’olt
|
| I/ ¢ \*® r
| Bm == “‘L —_ e B —_
L 1 2m’< R ) "R
0 " R &

F1G. 45. Quand @ décroit de FPinfini
a R, By croit de zéro i Bg;
a lintérieur du conducteur, r décroissant de R a zéro, B, décroit
lindairement de By a zéro. La figure 45 représente les variations

de B.

32 Solénoide infiniment allongé (fig. 46).

Il ne peut y avoir de lignes d’induction a Pextérieur du solénoide
puisque celles-ci doivent enlacer

toutes les spires; I'induction est donc ) p

nulle en tout point extérieur. A

Pintérieur, les lignes d’induction ne == r—T———— T~
peuvent qu’étre paralleles a axe | M N_ |

L
&C

puisque les spires sont extrémement -------
serrées. Pour le trajet rectangulaire .

MNPQ, seule la circulation de B Fic. 46.
le long de MIN = [ n’est pas nulle;
ce trajet enlacant n/ spires, nous avons

\

Bl = ponll, d’otr B = p,nl.
DEVORE-ANNEQUIN. — Electricité 11, 3
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40 Induction d’une bobine torique (fig. 47).

Une bobine torique comporte un trés grand nombre, N, de spires

trés serrées réguliérement répar-
ties sur un tore. Soit p le rayon
du cercle générateur, R le rayon
du tore (rayon du lieu des
centres).

A Dlextérieur de la surface
limitée par le tore la circulation

A
de B est nulle le long de tout
trajet fermé, aucun courant
n’étant enlacé :

L’induction magnélique est nulle dans tout Pespace extérieur & la bobine.

Les lignes d’induction a I'intérieur sont des cercles coaxiaux et nous

avons pour un cercle de rayon r

§ ﬁ&’? = onrB = p.gNI,

B — to
2

NI

=~r

Le module de B n’est pas constant; cependant, si R devient trés
grand par rapport a p, 7 varie peu autour de la valeur moyenne R et,

n

2wR

étant le nombre de spires par unité de longueur du cercle de rayon R,
I'induction a un module sensiblement constant

B = p,nl.

Nous retrouvons I’expression de B dans un solénoide trés long;
d’ailleurs la bobine torique tend vers un solénoide infiniment allongé

lorsqu’on fait tendre R vers I'infini.




CHAPITRE VI

POTENTIEL SCALAIRE
DU VECTEUR INDUCTION

6-1. Potentiel d’induction magnétique dans un domaine
vide qui n’est sillonné par aucun courant.

Les considérations qui nous ont conduits au théoréme d’Ampére
vont nous montrer que le vecteur induction magnétique dérive d’un
potentiel scalaire que nous appelons le potentiel d’induction magnétique.

Pour un déplacement élémentaire nous avons

A —> ~—T
dC = B.ds =" 14Q = P01 grad Q.4s,
. 4= 4=
et par suite
A N~
B =0T grad Q.

i)
d

dC est une différentielle totale. Pour un trajet A;A, ne tra-
versant pas la surface frontiére intérieure I; du circuit, la circulation

A
du vecteur B,
8 — PﬂiI (Qg — uul),

™

Ha

ne dépend que des extrémités du parcours, donc des coordonnées des
points A; et A,. Il en découle que :

La circulation du vecteur induction magnétique le long d’un trajet
fermé qui n’enlace pas de courant est nulle.

Il en résulte que dans tout I’espace non sillonné par des courants
dans le vide le vecteur induction magnétique dérive d’un potentiel
scalaire VU, défini par

d0 = —dC = —214Q,
4w
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potentiel défini & une constante arbitraire prés. Cette constante peut étre
choisie de fagon que U soit nul a4 I’infini ot Q = o0, ce qui conduit a
I’expression

V= —Bo1Q,
4=

Remarquons dés maintenant que cette convention entraine UV = o
en tous les points de la surface frontiére extérieure =, du circuit.

Nous avons par suite la relation vectorielle qui traduit la définition
du potentiel d’induction magnétique :

A

B = — grad ¥,

relation dont la projection sur trois axes de coordonnées rectangulaires
Oxyz donne

B, — By=_9(p, B — o0

0x 0y : 8/;7

Ainsi, par définition méme de la fonction potentiel :

La circulation du vecteur induction magnétique le long d’un trajet
qui ne traverse pas la surface du circuit est mesurée par la diminution
du potentiel d’induction magnétique entre les extrémités du parcours,

C=—(0:—70) =V, —Vy;

elle est indépendante du chemin suivi.

6-2. Potentiel discontinu et potentiel multiforme.

Dans le paragraphe précédent nous avons considéré la surface Z,
du circuit comme interdite. Cherchons ce qui se passe a sa traversée
si nous conservons la définition du potentiel d’induction.

Alors que la surface frontiére extéricure s’étendant depuis le contour
du circuit jusqu’a I’infini ne présente aucune particularité, la surface du
circuit est une surface équipotenticlle double :

Vs = % ol (face sud) et Uy = —% uol (face nord);

cette surface X; est une surface de discontinuité pour U qui varie de
=+ ol dans sa traversée selon qu’on I’aborde par la face nord ou par

’ o, k5 Sl ]
la face sud. L’égalité B = — grad U n’est donc pas applicable aux
points de I; ol cependant le vecteur induction est bien déterminé et
ne subit aucune discontinuité.
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Nous sommes ainsi conduits & modifier les définitions des fonctions Q
et U, uniformes mais discontinues, de fagon a en faire des fonctions continues
matis multiformes. Il 0’ y a pas d’autre possibilité.

De méme qu’un angle « a de multiples déterminations « == 2 k=,
un angle solide peut étre considéré comme déterminé a 4= stéradians preés :

Q = Qp %= 4,

¢ étant un nombre entier, Q, étant la détermination principale, comprise
entre o et 4=, de ’angle solide.

Si (fig. 48 a), avec I’ancienne convention, Q, compris entre — 2=
et + 2=, varie d’'une fagon discontinue a la traversée de la surface X,

—2n<Q <0 E"l't‘>Qo>2’lT T .Qozz-n: 211:>..Qo>0

~7i1<Y<0

Fic. 48.

du circuit, dans la nouvelle conception (fig. 48 4), sa détermination
principale sera par cxemple comprise entre o et 2z pour les points
d’ou I’on voit la face nord, entre 2= et 4% pour ceux d’ou I'on voit la
face sud, et Q, passe par la valeur 2z d’une fagon continue a la traversée
de X,.

La nouvelle fonction Q est continue et multiforme, et il en est de
méme de la nouvelle fonction potentiel d’induction magnétique

dont la détermination principale VU, varie d’une fagon continue de zéro

(pour les points a I'infini d’ot1 'on voit la face nord) & — pl (pour les

points a I'infini d’oti 'on voit la face sud) en passant par la valeur

— L I & la traversée de la surface frontiére I aussi bien & DPintérieur
2

qu’a Pextérieur du contour C du circuit.
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Cette surface T est maintenant une surface équipotentielle (multiforme)
dans toute son étendue; on a en tous ses points

Q = az(1 == 2p), V=— p.ﬂI(-é— ip)

6-3. Potentiel d’induction magnétique et configuration
du champ magnétique.

Le long d’un trajet fermé qui enlace le circuit et qui traverse la
surface ¥, de la face sud vers la face nord, Q et U varient d’une jfagon
continue; la diminution du potentiel, égale a p,I, mesure la circulation du
vecteur induction magnétique : c’est le théoréme d’Ampére. Le parcours
en sens inverse correspond a l’augmentation p,I du potentiel.

Ces résultats restent évidemment valables lorsque la trajectoire
empruntée est une ligne d’induction, et I’on a alors constamment

d0 = —dC = —Bds.

Les surfaces équipotentielles U, = Cte (confondues avec les surfaces
Q, = Cte) sont bien définies par les déterminations principales Uy, les
lignes d’induction en sont les trajectoires orthogonales. Lie parcours élémen-
taire ds est normal aux surfaces U, et U, + d9U, infiniment voisines.
Les surfaces équipotentielles, de méme que les lignes d’induction, se
resserrent dans les régions ol le champ est intense.

Puisque toutes les lignes de champ passent a 'intérieur du contour C
le champ est le plus intense sur la surface X;, autrement dit /e module
de Pinduction passe par un maximum le long d’une ligne d’induction au point
ot celle-ci traverse cette surface. C’est d’ailleurs sur X; que Q, (et U,)
varie le plus rapidement en passant par la valeur 2z. On montrerait
que le module B de I’induction passe par un minimum & la traversée de la surface
frontiére extérieure Xg.

Si ’on joint aux résultats précédents le fait qu’au voisinage immédiat
du circuit les lignes d’induction sont sensiblement des cercles axés sur
le contour, on voit qu’il est possible, au moins dans les cas simples, de
prévoir la configuration d’ensemble du champ magnétique d’un circuit
linéaire.

6-4. Généralisation de la notion de potentiel d’induction
magnetique. Les difficultes.

L’impossibilité de définir une fonction potentiel d’induction magné-
tique qui soit a la fois, comme le potentiel électrique, continue et uni-
forme, résulte des faits physiques qui déterminent la structure du champ
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magnétique, le fait essentiel étant la forme des lignes d’induction, courbes
fermées qui enlacent le circuit.

La multiformité des fonctions Q et U ne crée toutefois aucune diffi-
culté dans ’application des formules vectorielles qui lient ’induction &
ces grandeurs et ceci parce que ces formules comportent une dérivation
qui fait disparaitre les termes qui contiennent p; aussi pourrons-nous
opérer avec les déterminations principales et utiliser les expressions

(1) ‘B"_[J‘IU

grad Q, = — g\f"_;d Ve

Lorsqu’on a dans le vide plusieurs circuits linéaires (intensités I,
- z . " A A A
I,, ...) la somme vectorielle des inductions produites B = B; + B, + ...

conduit & une somme de potentiels multiformes V = V; 4+ V, + ---

Dans Pexpression de U interviennent donc des termes p,p,l;,
papolssee., ce qui augmente le nombre de déterminations (plusieurs
infinités au lieu d’une) du potentiel. Cependant, et c’est 1a I’essentiel,
Papplication de la formule (1) reste possible; il suffit de déterminer
séparément les inductions partielles pour en faire la somme géométrique.

Les difficultés deviennent plus sériecuses lorsque les courants sont
distribués dans un volume conducteur (courants non linéaires), et la
notion de potentiel perd alors toute signification puisqu’on peut attribuer
au potentiel en un point une valeur quelconque par un choix convenable
du trajet de circulation fermé dans sa partie qui traverse la masse conduc-
trice. On ne voit alors pas ce que signifient les expressions : contour
du circuit et angle solide sous lequel le circuit est vu d’un point.

Par contre le théoréme d’Ampeére conserve sa valeur dans le cas de
circuits non linéaires st [’on envisage des courbes de circulation T' fermées,
soit entiérement dans le vide, soit entiérement dans la matiére conductrice supposée
non magnétique. Dans le premier cas la circulation du vecteur induction
est mesurée par le produit par p, de toutes les intensités enlacées par T,
dans le second par le produit par p, du flux du vecteur densité de courant
>

J a travers une surface S s’appuyant sur le contour I':

e = [B.3 = [[ el .

L’application du théoréme de Stokes

Lﬁ.i?:ffsr—c?‘_%

conduit a I’équation de Maxwell-Ampére

— > A

rot B = 51.07}

valable dans un milieu non magnétique.
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Des difficultés nouvelles surgissent lorsque la matiére aimantée parti-
cipe 4 la création d’un champ magnétique : le vecteur induction, toujours
bien défini, ne dérive plus d’un potentiel. L’intervention du vecteur

excitation magnétique H, qui permet de sauvegarder le théoréme
d’Ampére dans le cas général, résout ces difficultés car ce vecteur dérive
d’un potentiel V, le potentiel d’excitation magnétique (Seconde partie).

Tant que nous n’envisageons que des courants dans le vide, donc en

. L, A n
Pabsence d’aimants, la relation de proportionnalité B = p H entraine
que les deux vecteurs dérivent de potentiels multiformes proportionnels.

6-5. Application du potentiel au calcul de l'induction.
Les méthodes de calcul de B.

Les expressions (1) du paragraphe précédent sont utilisables au
calcul de B; notons d’ailleurs qu’a ce point de vue I'intervention de la
fonction potentiel n’est pas nécessaire (la fonction Q, suffit). Bornons-
nous au calcul de B en un point M de I’axe d’un courant circulaire
(rayon R).

Orientons ’axe Ox (fig. 49)
suivant la normale positive au
plan du courant et supposons
M placé devant la face nord,

X e
OM = x et I’angle § compris
— A
entre zéro et —. Le vecteur B
2
Fic. 49. ayant Ox pour support, son

module n’est fonction que de
la grandeur, x ou 0, que nous choisissons comme variable; nous pouvons
donc remplacer les d par des d. Nous avons

dQ :
Q, = — 2=(1 — cos 0), 0 — — 9z sin 0,
R d sin? § ol
o R e B — (D :.___O_Q
tg o dx R’ ° gm
par suite
' Q ; -8
B — _ 40y _ poldQgdb _ pol gind § — - oI R2(x% + R2) 2,
2

dx 4= do dx 2R

En résumé, nous disposons de trois méthodes pour le calcul de I'induc-
tion magnétique :

10 Application directe de la formule de Biot et Savart.

20 Application du théoréme d’Ampére. Cette méthode, dont ’emploi est

treés limité, nécessite la connaissance de la forme des lignes d’induction,
elle n’est facile que lorsque celles-ci sont des cercles.
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3% La méthode que nous venons d’appliquer, qui utilise le fait que B
est un vecteur gradient.

De toutes fagons, sauf dans des cas particuliers (les plus importants
d’ailleurs), le calcul d’une induction est difficile et souvent méme
impossible quelle que soit la méthode que I’on cherche a utiliser.

Signalons, bien que nous n’ayons pas eu a le faire, que I’emploi
du potentiel-vecteur est également possible, surtout dans les cas difficiles.
Enfin I’étude du champ magnétique produit par un ampérien va nous
fournir une nouvelle méthode dont la portée est trés générale,

6-6. Champ magnétique d’'un ampérien.

Considérons un ampérien, circuit linéaire plan C parcouru par le
courant d’intensité constante I, dont les dimensions sont infiniment
petites par rapport aux distances OM = r des points ol nous nous

: ; ’ " N3
proposons de déterminer I'induction magnétique 4B.

Soit ) = (Z, 7?) I’angle des vecteurs unitaires sur OM et sur la normale
positive & la boucle (fig. 50). Le potentiel d’induction magnétique au
point M est
d% ol
5, dV = —22 40
dkB Mz ké 4ﬁ 2

b

P ) r dQ étant I’angle solide sous
/ lequel le circuit est vu du point
/ T \ M.

| \ 4 La surface 4S de ’ampérien
Mll NS i > étant infiniment petite, nous
\ n’avons pas a nous préoccuper
\ / des difficultés soulevées par sa
% / traversée, aussi comptons-nous
S i dQ positivement lorsque M est
dB M du coté de la face sud (dQ est
négatif sur la figure). Nous

avons dans ces conditions

IdQ:———IdSCOSO:—-IEE'u,

r2

AN
et par suite, le vecteur axial db =1 EJS\ étant le vecteur moment
magnétique de I’ampérien,

40 — &o_ﬂf&iz-!ﬁ — %0 g1y grad (L>
AT 7 4w r
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; ; o o . I —
L’induction magnétique dérive donc d’un potentiel en — ct elle est définie par
r

2 ~—
dB = — grad dV
au point M.
Les surfaces équipotentielles étant de révolution autour de l’axe

magnétique de ’ampérien, le vecteur dB est situé dans le plan méridien
qui contient le point M. Par suite, en coordonnées polaires, ses composantes
radiale et tangentielle sont données par

dB, = — 2 (47) — o 2dilbcos®

’ or AT 73 !

; o d b sin 0

JB — — 1 2 (g — bo delbsin 0
' r bO( ) 47 r3

Le module de 'induction magnétique,

dB = \/dB? + dB?,
; I
varie donc comme —.
r
Deux ensembles de positions de M, appelées positions de Gauss, sont
particuliérement intéressantes :
a) Premiére position de Gauss.
M est sur ’axe magnétique (0 = o ou 0 = =). dB est dirigé suivant
I’axe magnétique et son module est

dB, — ™o 2 dlb _ p, 21 dS.
4w g2 47 s

b) Deuxiéme position de Gauss.

M est dans le plan de la boucle (6 =" oup= 3—:> dB est paral-

2
lele a ’axe magnétique mais de sens opposé, et son module est
JB. — Ho ddb __ po 1dS
> 4m 13 4w 73

A la méme distance 7 on a

Nous avons déja souligné ’analogie formelle entre le champ magné-
tique d’un ampérien et le champ électrique d’un dipéle (1-7); i s’agit
toutefors de phénoménes de symétries différentes, le wvecteur champ électrique
étant un vecteur polaire alors que ’induction magnélique est un vecteur axial.



CHAPITRE VII

LOI DE LAPLACE.
FORCES APPLIQUEES A UN CIRCUIT
DANS UN CHAMP MAGNETIQUE

7-1. Loi de Laplace.

La dichotomie de la formule fondamentale d’Ampére nous a fourni
deux formules, la formule de Biot et Savart
utilisée a la détermination de I’induction
magnétique et celle de Laplace,

dF =1dl A\ B,

qui définit la force élémentaire (fig. 5I)
appliquée a un élément de courant dans

dY vers l'arriére un champ magnétique créé par des courants
(ou par des aimants).
Fic. 51. Cette formule est traduite par la loi

de Laplace:

Un élément de courant ldTplacé dans une induction magnétiqueﬁ
est soumis 3 une force dF

a) dont le support est perpendiculaire au plan défini par B et par
I’élément,

b) dont le sens résulte de la convention de rotation, le triédre
(ldT: E: (ﬁ'-';i étant direct,

c) dont le module est

dF = Bl dl/sin a,

A —
o. étant I’angle des vecteurs B et 1dl.

Le choix de 'ampére, quatrieme unité fondamentale du systeme S.1.,
étant fait, une définition de l'unité d’induction magnétique, le tesla
(T), en résulte et la force est calculée en newtons si I est exprimée en
ampéres, d/ en metres et B en teslas.
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7-2. Remarques sur la loi de Laplace.

Alors que la formule d’Ampére définit une force fictive (rappelons
que les forces qui s’exercent enire deux éléments de courant n’obéissent pas
au principe de I’égalité de ’action et de la réaction), la force dF, dont la
loi de Laplace donne I’expression, est une force réelle, celle qu’exerce
Pensemble d’un autre circuit qui crée 'induction B au point ou I’élément
de circuit soumis a dF est placé.

Nous supposons maintenant que le champ d’induction agissant est
connu en tous points; nous savons en particulier que ’on peut disposer
d’une induction magnétique uniforme dans une région plus ou moins
étendue (induction a Dlintérieur d’un solénoide, induction terrestre).
Un circuit C placé dans un champ magnétique est soumis a un torseur
du type le plus général constitué par I’ensemble des forces de Laplace,
ce torseur n’étant équivalent a une force unique ou 2 un couple que dans
des cas particuliers.

Nous serons conduits a envisager le systéme partiel des forces électro-
magnétiques appliquées a une partie seulement du circuit; ce systéme
partiel, tout comme 4dF, a une signification physique réelle. Dans les
cas particuliers importants ol il est équivalent soit & une force unique,
soit & un couple, nous pourrons, la fraction de circuit étant supposée
mobile, équilibrer la force ou le couple par une action mécanique
convenable (poids dans le premier cas, couple de torsion dans le second).
Nous voyons donc la possibilité d’effectuer des mesures.

Indiquons les cas particuliers importants suivants :

a) La force dF est nulle si I’élément de courant a le méme support
que l'induction (x = 0 ou « = x).

b) Le module de la force est dF = BI 4/
lorsque I'induction est normale 4 1’élément
de courant(a=-").

2

¢) Si, en tous les points d’un conducteur
rectiligne PQ de longueur [ faisant partie
d’un circuit, I'induction garde méme direc-
n  tion, méme sens et méme module, les forces

appliquées au conducteur équivalent 4 une
L force unique de module
- Q

l ¥ vers !'arriére

F = BI/sin « = B,I!/

Fic. 52. appliquée au milieu M du conducteur

(fig. 52). Si de plus B est normal 4 /, on
a F = BI/. Ces résultats trés simples sont a retenir.
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7-3. Etude expérimentale.

1° Dispositif du conducteur-pendule (fig. 53).

Une partie du conducteur OA mobile autour de O est dans ’entrefer
d’un aimant en U ou linduction est

0 sensiblement uniforme, horizontale,

donc normale au conducteur. On lance
un courant dans le fil, celui-ci, dans le
I cas de figure, dévie vers la droite sous
P’action de la force F qui forme avec B
et le conducteur un triédre trirec-
tangle. L’application de la régle de
Iobservateur d’Ampére (celui-ci, de-
bout, regarde vers ’avant du plan de

Ay N figure) montre que le triedre (A_é-, ﬁ, jﬁ}‘)
g - - est direct. Le sens du déplacement, donc
SU celui de F, est modifié si ’on change

BY AI \ le sens du courant ou si I’on retourne
I—l aimant de facon a intervertir les

Fic. 53. poles.

e l]

4

20 Dispositif des rails condueteurs (fig. 54).

Deux conducteurs fixes PQ et P'Q)/, paralléles, sont dans un plan

/- 4
7/
y
9
B
Fre. 54.

horizontal. Un pont conducteur MM’ est normal & ces deux rails. Un
aimant en U crée une induction magnétique verticale. Lorsqu’on lance
le courant dans PMM'P’, le pont se déplace en restant perpendiculaire
aux rails. La force électromagnétique I est donc paralléle aux rails.
On effectue les mémes vérifications que dans I’expérience précédente

[le triedre (MM’, B, F) est direct].
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3° La roue de Barlow (fig. 55).

Le plan d’un disque de cuivre mobile autour de son axe horizontal
est normal aux lignes d’induction dans D’entrefer d’un aimant en
U. Le courant arrive au bord
inférieur en contact avec du mer-
cure et sort par I'axe. Le disque
tourne sous l’action de la force
électromagnétique I’ dans le sens
qui correspond bien a I’applica-
tion de la régle de I'observateur
d’Ampére. Cette expérience mon-
tre que les forces électromagnétiques
sont appliquées a la matiére des conduc-
teurs; nous Interpréterons ce fait

Fic. 55. plus tard (20-1).
La roue de Barlow constitue
un moteur. Le calcul grossier de la puissance que nous allons effectuer
a pour but d’en donner un ordre de grandeur :

La force I' = BIR est appliquée au milieu du rayon supposé tout

A
entier soumis a ’action de B, son moment par rapport a ’axe de rotation
est

si N est le nombre de tours par seconde de la roue, la puissance du moteur
est

P = 2zNI' = sR2NBI.

Pour N=2trs?!; I=5A; R=5.102 m; B=o,1 T, on a
P ~ 8 mW. Cette puissance, infime, est transformée en chaleur par les
frottements mécaniques; le couple moteur est trés faible.

7-4. La balance électromagnétique de Cotton (fig. 56).

La balance de Cotton permet des mesures relativement précises,
non pas en vue de vérifier la loi de Laplace, mais pour la détcrmination
d’inductions magnétiques. Une mesure revient a équilibrer a I'aide
d’un poids la force électromagnétique appliquée a un conducteur
rectiligne MM’'.

Un bras de fléau d’une balance est remplacé par un circuit plan
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rigide NMM'N’ dont MIN et M'N’ sont deux arcs de cercles dont le centre
O est sur I’aréte du couteau central; MM'O, N'O et NO sont des rayons.
Les fils d’arrivée et de départ du courant sont trés souples.

myg

I'1c. 56.

La balance est en équilibre, MM’ étant horizontal; on dispose MM’
normalement 4 une induction magnétique constante sur toute sa lon-
gueur et dans son voisinage alors que la région de N et N’ est en dehors
du champ. On lance un courant d’intensité I connue, courant dont le
sens est choisi de fagcon que la force électromagnétique F appliquée a
MM’ soit dirigée vers le bas. Les forces appliquées aux parties des arcs
MN et M'N’ sont situées dans le plan passant par O, leurs moments
par rapport a I'axe sont donc nuls et par suite elles n’interviennent pas
dans I’équilibre.

On rétablit I’équilibre en placant une masse m dans le plateau de
la balance. F est appliquée au milieu P de MM’ = /, elle est verticale
et son module est BI/. Posons OP = g, OQ) = d. La condition d’équi-
libre s’écrit

Blla = mgd.
Supposons ¢ = d; [/ = o0,02m; g =9,8m.s7%; I = 10A; B = 0,1 T}
on calcule m ~ 0,002 kg = 2 g.

La balance de Cotton permet des mesures d’inductions intenses
avec une précision relative qui atteint difficilement le milliéme; la
principale cause d’incertitude réside dans la détermination des gran-
deurs géométriques de l’appareil.

7-5. Circuit dans une induction uniforme. Couples
magneétiques.

La détermination du systéme des forces électromagnétiques appli-
quées a un circuit ou a une partie de circuit a I’aide de la loi de Laplace
n’est facile ou méme n’est possible que si la forme géométrique du circuit
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complet ou partiel et la répartition spatiale de I'induction sont simples.
Nous avons déja rencontré deux cas (2-5 et 7-5) ol le lorseur des forces
est réduit @ une force unigque; le plus important est celui d’un conducteur
rectiligne dans une induction uniforme.

Nous allons maintenant envisager le cas d’un circuit complet;
donnons-en déja le résultat trés important :

Le systéeme des forces électromagnétiques appliquées a un circuit
quelconque placé dans un champ magnétique uniforme se réduit a un
couple.

Nous allons établir ce résultat dans un cas particulier avant de le
faire dans le cas général.

1° Courant rectangulaire (fig. 57).

Deux c6tés opposés du rectangle sont soumis a un couple puisque,

dans le champ uniforme, ils ne se

M distinguent que par le sens du

courant I. Le circuit est donc

soumis a deux couples qui équi-
valent & un couple unique.

Plagons-nous dans le cas parti-

culier ot la direction de plan

normale aux c¢o6tés verticaux

MN = M'N’ = a contient le
vecteur induction B. Posons
MM’ = NN’ =} et 0 = (7, B),
7 étant le vecteur unitaire sur

la normale positive au plan du
circuit.

a) La loi de Laplace montre

Fic. 57. que les forces appliquées aux

cotés MM’ et NN’ sont opposées

(de module commun BI? | sin 0 | et répulsives dans le cas de la figure);
elles équivalent donc a zéro.

b) Les forces appliquées & MN et M'N’, aux points K et K’, de
module commun F = Bla (B étant normal a MN et M'N’), forment
un couple dont le moment a pour module

I' = Fb|sin 6 | = Blab| sin 6

Le vecteur moment de ce couple, S = ab étant I'aire du rectangle et

A

A .
S = nS le vecteur surface, a pour expression

(1) FT—ISAB=JbAE
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le vecteur axial
o= 18 =718,
de module IS (exprimé en A.m?), étant le vecteur moment magnétique du

circuit.
. . . . “a
Sous I’action du couple le circuit tend & se disposer de facon que =

A

devienne colinéaire de B. v

Le couple est nul si 6 = o, c’est-a-dire si B traverse normalement le
circuit de sa face sud vers sa face nord; le circuit est alors en équilibre
s’il n’est pas soumis a d’autres forces et 'on montre facilement que cet
équilibre est stable. .

Le couple est également nul si § = = (B traverse le circuit de sa
face nord vers sa face sud); le circuit est en équilibre mais I’équilibre
est instable.

Enfin, le couple est maximal, de module

AB = ISB,

2

Nous aurions obtenu en définitive le méme résultat, exprimé par la
relation vectorielle (1) dans le cas gé-
néral ou l'induction uniforme a une
direction quelconque par rapport au
rectangle; la démonstration est un peu
C O plus compliquée parce que l'on est

adqn amené a réduire deux couples & un
couple unique.

lorsque B est dans le plan du circuit (0 = )

20 (Cireuit plan.

Considérons un circuit plan quelconque
C (fig. 58). A l'aide d’un quadrillage
orthogonal décomposons la surface S
en rectangles de dimensions infiniment
petites et remplagons le circuit C par
le tapis d’ampériens rectangulaires
parcourus par des courants de méme
intensité égale a I et dont le sens est
tel que leurs normales positives soient celles que I’on déduit du sens du
courant dans le circuit C.

Chaque ampérien est soumis a un couple de moment

Fic. 58.

AP =145 A B = 4Jb A B.

21.2 . \;1‘ A A > A
Tous les vecteurs élémentaires dI' ont la méme direction et le méme
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sens. Par suite, les vecteurs moments s’additionnent vectoriellement et

. . 2 » . \
Iinduction B étant uniforme par hypothése, la nappe de courant et
le circuit C, équivalents, sont soumis a un torseur de forces réduit a un
couple de moment

i*=fsdﬁ=fslk§A“ﬁ=—\ﬁAfSIE§=—“ﬂAfsdﬁuﬁ.

NP . . R .
Or tous les vecteurs d.lb ont méme direction et méme sens, ils admet-

tent donc une résultante
ﬁ:ﬁdﬁ:ﬁlé’é:fé‘,

dirigée suivant la normale positive, de module IS, et dont le point

. . A N
d’application est le barycentre de S. Les vecteurs S et .lb sont donc
parfaitement définis: le premier est le vecteur surface du circuit, le
second est le vecteur moment magnétique du circuit.

I’axe T° du couple magnétique est défini par la relation
A A A 2 A
F=ISAE=.00A L

Montrons que nous aurions obtenu le méme résultat en qua-
drillant une surface quelconque X, convenablement orientée, s’appuyant
sur le contour C (fig. 59). Soit
dX un ampérien sur X; il est
soumis au couple d’axe

dl' = 14> A B,

et le couple agissant sur la
nappe a pour axe

Pour établir 'identité pré-
cédente 1l nous suffit de dé-
montrer que

Fic. : LA
IG. 59 ‘ﬁ‘dizfd8=§,
M Js

~A
En effet, projetons les vecteurs d¥ sur deux plans rectangulaires :

Le premier, II, est normal au plan de C. La somme des projections
est nulle parce qu’un cylindre élémentaire projette deux « éléments
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correspondants » dX et d¥’, suivant deux aires égales mais orientées
en sens inverses.
. . < : A N
Le second est le plan P du circuit. La projection de dX est dS et la

somme des projections est bien représentée par le vecteur S. Si, ce qui
n’est pas le cas de la figure, une partie de la projection de ¥ débordait
le contour C, la somme de ces projections extérieures serait nulle pour
la raison précédemment donnée.

En résumé :

Toutes les surfaces X s’appuyant sur le contour C sont représentées
A

par le méme vecteur glissant S.

30 Cas général. Le circuit C est gauche.

Comme précédemment quadrillons une surface maintenant quel-
conque S, s’appuyant sur C, en ampériens de moments magnétiques

dTb =148,

Chacun d’eux étant soumis & un couple, le tapis d’ampériens, et par
suite C, sont soumis & un couple d’axe

T—F A Ifst.

Ce couple est indépendant du choix de S, I'intégrale de la relation

précédente est donc un vecteur S et 'on a

G

A

‘:I\_S)l/\\ﬁzt /\\_ﬁ,

—
E"

:[{3 étant le vecteur moment magnétique du circuit.

Pour déterminer §, et par suite . f), remarquons que la projection
de S sur un plan est limitée par la projection du contour C sur ce plan
(les projections qui débordent se compensent parce que formées de
projections de deux nappes orientées en sens contraires). Il en découle
que dans un systéme de coordonnées rectangulaires Oxyz, les compo-

L g . 2 , .
santes S,, S, et S, du vecteur S sont les vecteurs représentatifs des sur-

faces définies par les projections C,, C,, C, de C (fig. 60). On a donc
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A . .
Cette derniére relation définit le vecteur I' (vecteur libre puisque

PE|

- - SA
relation essentielle 1"
uniforme.

¥4

L
as

— T

52 - .
b A B, le moment du couple exercé par une induction

moment d’un couple) par ses
composantes

I, = I(S,B. — S.B,),
PJ, = I(S.Bz - S::B:):
F. = I(S,,By - SyB::):

valeurs algébriques qui ré-
sultent dela convention de rota-
tion, le triedre de référence
étant direct.

I’essentiel & retenir de ce
calcul est que :

A un contour gauche C sur
lequel est fixé un sens de parcours
(celut du courant) on peut toujours
Jaire correspondre un vecteur surface

T et par suite, dans le cas d’un
circuit, un vecteur moment magné-

\) - -
tigue b qui détermine, par la

Bien entendu, si linduction n’est pas uniforme et si le circuit est quel-
conque, le systtme des forces électromagnétiques est un torseur quel-
conque défini par sa résultante générale et par son moment résultant
par rapport 4 un point.

Exercice.

Exercice [0. — Montrer par application de la loi de Laplace qu’un circuit circu-
laire de rayon R placé dans une induction magnétique uniforme B est soumis & un
couple dont on calculera le moment,

Les notations employées sont celles de la figure 61 a, en particulier 'orien-

tation de B par rapport au plan xOy du circuit est définie par I’angle (6 = (E:,\Bj)
Le plan B,Oy, normal au plan xOy, contient le vecteur B.

A

B étant décomposé en ses composantes B, et B, suivant I’axe du circuit et
suivant Oy, cherchons leurs actions sur deux éléments de circuit I dl = IR da
symétriques par rapport a Q.

Les forces qui résultent de B, sont opposées, leur support commun, dans

le plan xOv, passant par O. Le systéme des forces qui résultent de B, est donc
équivalent a zéro.
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I1 suffit donc de nous préoccuper des actions de B, (fig. 61 b). Les forces
gqu’elles exercent sur les deux éléments forment un couple de forces perpendi-
culaires au plan du circuit, ayant pour module commun

df = B,1dlsina = BRI sin § sin a da.

By

Fic. 61.

Le module du moment de ce couple élémentaire est
dI' = 2 fR = 2BR.*I sin 0 sin a da;
le support de dI' est, dans le plan xOy, perpendiculaire & MM’ et fait I’angle «

avec »'Oy. Lorsqu’on fait varier « de — T 3 + L de facon & épuiser tous les
2 2

éléments du circuit on voit, par raison de symétrie par rapport a ¥'Ox, que la

résultante I' des vecteurs dI' est dirigée suivant cct axe. Pour ’obtenir il suffit

donc de faire la somme de ses composantes

dl', = dI" sin a,

par suite
+—:- +% +12'

I = f dl', = BR?1 sinﬂf 2sin2ada=BR2Isinﬂf (1 —cos 2a) da;
: - -

d’olt

I' = sxBR2I sin ) = BSIsin 0.
A A A
Le vecteur 1" est donc défini, en posant JAb = SI, par
A A A oA oA
P'=ISAB = JbAB.

Ce couple résultant, dont les forces F sont appliquées en N et N’, tend 2
faire tourner le circuit autour de x’Ox de fagon que B, et 0 soient nuls, autre-
ment dit de fagon que B soit normal au plan P pour qu'il le traverse dans le

. . u A - .
sens de la normale positive (Ab et B colinéaires).



86 ELECTROMAGNETISME

7-6. Solénoide dans une induction uniforme.

D’aprés le résultat général établi précédemment, une bobine plate (de
contour circulaire ounon) de N spiresde
surface S, placée dans une induction
uniforme, est soumise a un couple de
moment (fig. 62)

A _ w A N
I' =NIS A B=.Jb A B.

Considérons maintenant (fig. 63)
un solénoide comportant N spires de
surface S. Le sens de son axe magnétique
est lié au sens du courant I par la

I1c. 62. convention de rotation habituelle, il
va de la face sud vers la face nord de
la bobine. Son orientation est définie par ’angle 0.

Chaque spire est soumise & un couple de vecteur moment (axe du

couple)

A oA A A A
g=IS AN B=mA B.
Les couples agissant sur les différentes spires ont tous leurs axes

2

(% (&
\ _ < = W
i =15 I(-:’/ﬁ > Qi = NIS

vl

TFrc. 63.

paralléles et de méme sens (perpendiculaires au plan de Mo et ﬁ, le triedre

j[fa, ﬁ,?étant direct), le solénoide est donc soumis & un couple résultant
d’axe
F—Ng=Nm AB=NISABE—J A B

bl

de module
I' = NSIDB sin 0 = .1bB sin 0,

le vecteur jf) étant le vecteur moment magnétique du solénoide, porté par
I’axe magnétique et de module b = NSI.
Le résultat obtenu est le méme que dans le cas d’une bobine plate.
Si les liaisons mécaniques permettent une rotation sans liaison

autour d’un axe A perpendiculaire en O au plan de :[f) et B (AetT ontle
méme support), le solénoide tend a s’orienter vers la position d’équilibre

stable pour laquelle § = o, les vecteurs :[fo et B étant colinéaires.
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Soit J le moment d’inertie de la bobine par rapport a 'axe Aj; si
nous écartons le solénoide d’un petit angle 6, a partir de la position
d’équilibre stable pour I’abandonner sans vitesse initiale, il se met a
osciller. En I'absence de frottement et lintensité I du courant étant supposée
maintenue constante, ’application du principe fondamental de la dyna-
mique donne ’équation différentielle du mouvement :

d?o _
dt®

JALB sin 6 ~ — 1bBo,
dn
d 0

Le mouvement est sinusoidal, de période,

1T T
T = .
le \/NSBI

La mesure de T et de J fournit donc une relation entre Jb = NSI et B,
donc entre I et B (N et S étant connus).

J + AbBo = o.

Exercices.

Exercice [1. — |° Un solénoide (ou bobine longue) de 0,80 m de long contient
2 000 spires, Calculer I'induction B au centre pour un courant de | ampére. On le
supposera d’'abord trés long, puis on tiendra compte de I’influence des bouts, sachant
que le cdne déterminé par le centre et les faces terminales a des génératrices qui font
avec |’axe un angle de 0,1 radian.

Pour les questions suivantes on le supposera trés long.

2° Une petite bobine plate est suspendue au centre du solénoide par un fil de torsion
vertical et son axe coincide avec I’axe du solénoide quand la torsion est nulle; sa sur-
face est S = 5 cm?, elle comporte N = 100 spires. La constante de torsion du fil est
C=2.1015s.L

En I'absence de courant cette bobine peut osciller avec une période T = | seconde.
Calculer les périodes T, et T, des petites oscillations quand le mé@me courant i = | A
passe dans les bobines dans le m&me sens (T;) ou en sens contraire (T,).

3° On augmente le courant i qui passe dans les deux bobines. L'une des périodes
eut devenir infinie. Calculer la valeur de i correspondante. Montrer que la sensibi-
P q

wr il « " 5 5
lité T peut étre rendue trés grande quand on opére prés de cette valeur.
i

4c Montrer que, lorsque le courant tourne en sens inverse dans les bobines, la
position de départ est stable si i est inférieur a la valeur trouvée au paragraphe précé-
dent, et instable dans le cas contraire. Montrer qu’il y a alors une autre position d’équi-

" libre et calculer i quand cette position correspond i une rotation de 90o,

1°  étant le nombre de spires par metre, I’induction B au centre du solénoide
supposé trés long est

2 000
0,8

5i I’on tient compte de 'influence des bouts, nous avons, comme = o,1 rd,

B = pgni = 45.1077 .

= 3,142.107% = g,142 milliteslas.

2
B = pyni cos § o= pyni (l ——) = poni (1 —i) = g,127 milliteslas.
2 200
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La valeur B = 3,14.107% tesla, que nous retenons pour la suite, est donc
déterminée avec une précision relative de 5.1073, cela nous fixe la précision
avec laquelle nous devons effectuer les calculs.

20 J étant le moment d’inertie de la petite bobine par rapport 4 son axe de
rotation, la période de ses oscillations (pas nécessairement petites), en I’absence
de courant, est celle d’un pendule de torsion :

(1) T=2z\/%.

Lorsque les deux bobines sont parcourues par des courants i de méme sens,
la position d’équilibre, caractérisée par 0 = o, est stable tant au point de vue
mécanique qu’électromagnétique; écartée d’un angle 0, cette bobine est soumise
a deux couples de rappel de moments — G0 et

— NSBisin 0 = — pnNSi? sin 0,

peu différent de — NSBi0 pour les petites élongations.
L’équation du mouvement,

J% — — (C + NSBi)g,

est celle d’oscillations de période

A .
(2) Ti=27\/ & NsBi

Lorsque les courants dans les deux bobines sont de sens inverse et que la
condition C > NSBi est satisfaite, le couple résultant auquel est soumis la
bobine plate est encore un couple de rappel dont le moment est — (C—NSBz)0;
I’équation du mouvement est

420 .
Jos + (C—NSBi) = o.

Il est oscillatoire et la période des petites oscillations est

T. —one /. J |
(3) 2= 2*\/ G _NSBi

Des relations (1), (2), (3) nous tirons

G NSBi\ ~ -
T =Ty /Y T _ _ .
' C + NSB: (’ s ) (1,785 5) 0,748 53
G NSBi\ ~ -
o Ty fee - _ _ .
: G_nNsBi (‘ C ) (0,214 5) 2,16 5

32 La période des oscillations ne peut devenir infinie que lorsque les courants
iy dans les deux bobines sont de sens contraires, et cela se produit lorsque

C = NSBi, = p,nNSi2,,

. C 2
 —— =t = ] 51 A.
M \/p.DnNS i :

Pour i voisin deiy et inférieur 47, la période T,, trés grande, est donnée par

o)~
o=

o)
o

pour

T2=T(1—-,iz) )
12
M

|-
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La sensibilité correspondante,

Q’L='£i<1__ii)

; : =
di Iy (Y

rofeo

est elle-mé&me trés grande, elle tend aussi vers I'infini quand i tend vers i,; par
valeurs inférieures.

4° Les courants circulant en sens inverse dans les deux bobines, la petite
bobine, dans une position définie par I’angle 0, est soumise & un couple résultant
de moment

' = — Cb + pnNSi?sin 0 = — pnINS(i%,0 — 72 sin 0),
ou, en posant u = 12,0 et v = ¢2sin 0,
I' = — pnNS(u — v).

Les positions d’équilibre sont définies par I' = o et par suite par u = v.
La position 0 = o0 est toujours une position d’équilibre quel que soit i. Pour
étudier sa stabilité, calculons la dérivée :

% = — pnNS (%— %) = — pnINS(i%,; — 2 cos 0),
qui prend la valeur
(%%) — — pnNS (it — i%)
0

our 0 = o.
’ L’équilibre est stable si d[' et d0 sont de signes contraires, autrement dit si
la dérivée précédente est négative, ce qui n’a licu que si i < iy.
2 - Voyons s’il peut exister une
’LL:LMB seconde position d’équilibre. Pour
cela nous construisons la droite
u=12,0, dont le coefficient angulaire

v=2sin0 o5 ity = % = 1,27, et la courbe

v =12 sin 0, dont la pente 4 I’origine
est 2. Tant que <7y les deux
courbes n’ont qu’un seul point de
rencontre, le point O, correspondant
a la position d’équilibre stable
0 = o. Lorsque ¢ devient supérieur
a iy cette position d’équilibre est
instable, mais la pente de la courbe »
a Porigine étant supérieure a celle de
la droite u (fig. 64), il existe un
second point de rencontre M défini

o : ﬁ ] par i%,,0 = 2 sin 0.
* Pour 0 = =, on a i?= 2A,
Fia. 64. 2
1= 1,414 A.
Cette position d’équilibre est bien stable; en effet, nous avons
e, A 0
’ P sin 0’

a0 _ NS (5%, — i cos 0) = — ponNSit,, (1 _ thO) <o.
g
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Exercice 12. — Un équipage mobile est constitué par [’ensemble de deux bobines
plates rectangulaires B, et B, identiques, invariablement liées entre elles. Les plans
des spires des deux bobines sont perpendiculaires (fig. 65). L’ensemble est mobile
autour d’'un axe vertical qui coincide
avec la médiane commune des deux
bobines. L’équipage est placé dans une
induction magnétique uniforme hori-
zontale d’intensité B = 200 gauss.

lo 2a) On lance un courant continu
d’intensité |; dans la bobine B;. Montrer
que I|'équipage prend une position
d’équilibre stable, alors qu’il était
astatique en l’absence de tout courant.
Préciser cette position d’équilibre que
I’on repére soigneusement.

b) Le courant constant |; subsistant

I= ]131 dans B,, on lance dans la bobine B,

un courant constant d’intensité L,
L’équipage mobile tourne d’un angle 0
que I’on mesure.

Fic. 65.

Déduire de la valeur de § le rapport x=:—2 et montrer que l'appareil peut

1
servir & mesurer le rapport des intensités de deux courants constants.

Etudier la sensibilité de cet appareil pour la mesure de x.
Application numérique : 6 = 30°. Calculer x.

¢) Quelle est la plus petite variation de x que I'on peut déceler pour cette valeur
de 0, sachant que la plus petite rotation de I'équipage que I’on peut déceler est 20" ?
2° La bobine B, est parcourue par un courant dont l’intensité est une fraction
connue;l du courant | qui parcourt une résistance R,
d
La bobine B, est montée en série avec une résistance p, grande devant R, et cet

ensemble est monté en paralléle entre les extrémités A et B de la résistance R et du
shunt.,

a) Trouver la position d’équilibre de I’équipage mobile et calculer I’angle 0 dont il
a tourné a partir de la position qu’il occupe lorsque seule la bobine B, est parcourue
par un courant,

b) Montrer que la mesure de 0 permet le calcul de R.

Application numérique : 0 = 60°, k = 10, p = 9 990 ohms. Les résistances des
bobines, égales, valent 10 ohms. Calculer la résistance du shunt de la bobine B; et la
valeur de R.

¢) Etudier la sensibilité de I'appareil monté en ohmmaétre. Montrer qu’elle décroit
a mesure que § augmente.

On mesure 0 3 20" prés; quelle est la limite supérieure de I'incertitude qui en
résulte sur la valeur de R, dans le cas ot § = 600?

d) Soit U la différence de potentiel aux bornes de ’ensemble formé par le shunt
de la bobine B, et la résistance R 2 mesurer, différence de potentiel qui est créée par

un générateur approprié. Quelle est I'influence de la valeur de U sur la déviation de
I’appareil ?

1° a) La position d’équilibre, correspondant 4 I, 5% o, I, = o, sert d’origine
dela rotation 0 de I’équipage mobile; elle est telle que le vecteur induction magné-
tique B et le vecteur moment magnétique Jb, de la bobine B, sont colinéaires.
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b) La nouvelle position d’équilibre (I, et I, non nuls) est telle que le vecteur B
A

A (| a
et le vecteur Jb = Jb; 4+ Jb,, résultante des moments magnétiques des deux
bobines, sont colinéaires. Les deux bobines étant identiques, on a

I I
dx 14 tg2 8 1 4 a2

5
elle décroit de 1 & zéro lorsque x croit de zéro a P’infini.
Pour 6 = 30°: ¥ = ‘L§= 0,577; ¢ = 0,75 rd.
3

¢) Pour 0 = 30° et d0 — 20" = - rd :
540

de = 4 dy = 7,75.1073,
3

20 Soit 5 la résistance du shunt et 7 celle de chacune des bobines.

a) Nous avons représenté sur la figure de I’énoncé les intensités qui résultent
de 'application de la premiére loi de Kirchhoff.
L’application de la deuxi¢me loi de Kirchhoff 4 la maille AB;A donne

(1) (I—1I)s—rl, = o,

d’ou

a la maille ABB,A,
I—I)s+RI—(r+ g)I; = o0,
d’ol1 ’on tire, en tenant compte de (1),

_ R+ 7
1 pt 7

b) De la relation précédente découle

lb-')H

(2) tg = x =

—

R=_-[(r+¢) tgd—r]

L’application numérique donne (tg 0 = \/5)
s = 1,11 Q et R = 1 730 Q.
¢) Nous avons d’aprés la relation (2), par différentiation,

ok

= dR;
cos2f p 7
d’ol
g = il = k cos? 0 = 1072 cos?2 6 rd.0Q1;
dR p+ 7

la sensibilité ¢ décroit & mesure que 0 croit.
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Pour § = 60°, df = 20’ = = rd,
540

dR = 10® d29= 23 Q.
cos

d) Nous avons
U= b+ Nl = LOR + 13

Pexpression

tge=h=kR—l—r
I pt 7

montre que 0 ne dépend pas de U. Dans la pratique le générateur est une
magnéto que 'on actionne a I'aide d’une manivelle; la graduation est en
ohms et l'indication est indépendante de la vitesse de rotation de la magnéto.




CHAPITRE VIII

TRAVAIL ,

DES FORCES ELECTROMAGNETIQUES.
LOI DE MAXWELL.

INDUCTANCE PROPRE D’UN CIRCUIT

8-1. Travail élémentaire de la force ¢lectromagnétique
appliquée a un élement de circuit.

Considérons un élément de courant I d/ d’un circuit C placé dans un

A
champ magnétique représenté au point O (fig. 66) par le vecteur B.
Cet élément est soumis a la force

d%:)s électromagnétique

' aF =14 A B
B Supposons qu’il subisse la trans-
lation définie par le vecteur ds; le
travail de la force dF au cours de
e ce déplacement est
) —t B — A —>
d®W = dI'.ds = (Idl A B) ds
0 — (Id.B.ds).

~ Ce travail d*W est donc mesuré
Fic. 66. par un produit vectoriel mixte,
scalaire qui demeure inchangé par
permutation circulaire des vecteurs, par suite

&W — I(B.45.d) = IB(@ A &) = IB. %,

le vecteur surface i s .
d®S = n d?S =ds A dl,
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9 - ¥ ’ ‘- . b o o
ayant pour module Paire du parallélogramme défini par ds et d!, et
pour sens, sur la normale au plan de ce parallélogramme, celui pour

. - =\ A .
lequel le triedre (ds, dl, 4d2S) est direct.
Nous avons donc les trois expressions

W = dF .45 = 1B.J8 = 1 4. B.25)

du travail élémentaire de la force électromagnétique dF :
h . . — . ’ ’ . .

a) le produit scalaire dF.ds = dF ds cos a, qui résulte de la définition
du travail,

b) le produit mixte (Id!. B.Z), qui mesure le volume du parallé-
lépipede construit sur les trois vecteurs, est positifsi le triedre (I d/, B, Ei_;)
est direct, négatif s’il est inverse,

: Lo LA
¢) le produit scalaire 1B.4%S.

Si « est aigu (travail positif) le produit mixte est positif et I’angle
A . . =
(B, d2S) est aigu, autrement dit, le sens dela composante B, de B suivant
— —_— 5 .3
la normale au plan des vecteurs I d/ etds est celui de la normale positive.
. . i . 4 A \‘_;k
Dans le cas inverse, a obtus, le travail est négatif et ’angle (B, 42S)

est obtus, autrement dit B, est en sens inverse de 42S.
Le scalaire

B.4%8 — B,dS,

représente en grandeur ct en signe le flux d’induction magnétique d%
a travers la surface d%S balayée par I’élément de courant au cours de
son déplacement, par suite

ot A
d*W = 1B.d%5 = 1 d3.

Nous appelons flux coupé ce flux d2%o et nous précisons de nouveau
que son signe résulte de I'orientation de la normale positive & la surface

m > A —> . .
balayée qui est telle que le triedre (I 4, B, ds) soit direct.
. X » . - .
Remarquons que 'induction B comprend nécessairement I’induction
propre B, créée par le circuit G (a I’exception de I’élément considéré);
elle est la résultante

ﬁzﬁc‘l"ﬁm

de cette induction propre et d’une induction extérieure ou appliquée

=2 -

Be (qui peut étre nulle). Nous reviendrons sur cette remarque. N’ou-
blions pas enfin que [’intensité 1 est supposée maintenue constante au cours du
déplacement.
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8-2. Etude d’un cas particulier (fig. 67).

Les résultats précédents correspondent a une opération réalisable
puisqu’il est possible de rendre mobile une petite portion de circuit
et que la force électromagnétique est bien une force réelle. Pour nous

- N/ N/

gl

Fic. 67.

préparer au cas général d’un déplacement d’une partie finie de circuit
ou d’un circuit complet, nous allons étudier un cas trés particulier qui
correspond a une expérience déja décrite (7-3, 2°) utilisant le dispositif
des rails conducteurs.

Nous supposons que l'induction uniforme extérieure B est suffisam-
ment intense pour que I'induction propre du circuit puisse étre consi-
dérée comme négligeable. Posons MN = [/ et soit MM’ = OO’ =4 le
déplacement supposé, sur la figure, de méme sens que la force F. Cette
force électromagnétique F, appliquée au milieu O de MN, est perpen-
diculaire 2 MIN et son sens est donné par la régle de P'observateur
d’Ampere, le triedre (ﬁ, ﬁ, 13)') étant direct.

Le travail de la force I’ pour le déplacement d (positif dans le cas

de la figure) est
W = Fd = IBld = IBS = Io,

le flux coupé ¢ = BS étant positif, I'induction B ayant le sens de la
normale positive a I’aire balayée.

Si d était en sens inverse de F, le travail W et le flux coupé ¢ seraient
négatifs; le triedre (17, ﬁ, Z’) étant inverse, I’induction B serait dirigée en
sens inverse de la normale positive a la surface balayée.

Remarquons que dans le premier cas (W > o) le déplacement du
pont conducteur a vitesse constante (accélération nulle) suppose I’inter-
vention d’un opérateur (faisant partie du milieu extérieur au systéme)

qui, exercant la force — I, recueille du travail (Pexpérience peut servir
a soulever un poids). Nous pouvons dire dans ce cas, le travail de la
force — F étant négatif et égal a — W, que le milieu extérieur fournit
le travail — W = W' au systéme constitué par le circuit.

Par contre, dans le cas inverse (W < o et W' = — W >> 0), 'opé-
rateur fournit un travail positif au systéme.
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8-3. Premier énoncé de la loi de Maxwell.

Dans Pexemple précédemment étudié (8-2) le circuit était déformé
au cours de I'opération décrite et nous avons été conduits & supposer
négligeable I’induction propre du circuit. Examinons le cas d’un circuit
rigide que 'on déplace dans une induction magnétique extérieure B.
Indépendamment des actions extérieures, un élément d/ du circuit

S===gr
est soumis a une force dF, de la part du reste du circuit sur lequel il

exerce lui-méme la force opposée — dF,; en vertu du principe de I’égalité
de I’action et de la réaction, applicable ici puisqu’il s’agit de forces
réelles et non pas des forces fictives qui s’exercent entre deux éléments
de circuit.

Le circuit étant supposé indéformable, [’ensemble des forces dT
Jorme un torseur de forces intérieures nul; nous n’avons donc pas a en tenir
compte puisque le travail de ces forces est constamment nul.

Par suite I'induction magnétique que nous allons faire intervenir
est une induction extérieure; nous la supposons invariable (mais
non nécessairement uniforme) de méme que I'intensité I.

Le circuit rigide C (fig. 68) est amené de la position initiale C; a la
position finale C,; au cours de
ce déplacement il balaie la
surface-canal S. Le déplace-
ment est décomposable en une
infinité de translations infini-
ment petites telles que CC/,
définie par ds.

Le travail de la force d2F
appliquée & I’élément I dl au
cours de cette translation élé-
mentaire est

W = T d%,

celui des forces appliquées a
Iensemble du circuit est

aW = [ W =1 [ a% =1,

dy étant le flux coupé, c’est-a-dire le flux A travers la surface-canal

élémentaire
s — f 425,
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Par suite, pour le déplacement global, ce travail est

W= [aW=1 [ds =1,

o étant le flux coupé global, c’est-a-dire le flux & travers la surface-canal S.
Son signe résulte du sens de la normale positive & cette surface qui,
par raison de continuité, est dirigée soit vers ’extérieur du canal (c’est

" oz .y = 7 Y
le cas de la figure), soit vers l'intérieur. Le tri¢dre (ds, d/, d2S) devant
étre direct, ce sens peut étre obtenu en un point quelconque de la
surface S :

Le déplacement est dirigé vers la gauche de I’observateur d’ Ampére traversé des
pieds vers la téte par le courant et regardant dans la direction de la normale positive
a la surface balayée.

On pourrait croire a priori que la valeur du flux coupé dépend des
positions intermédiaires prises par C entre les positions initiale et finale,
Nous allons voir qu’il n’en est rien.

Le résultat précédemment établi se traduit par le premier énoncé
de la loi de Maxwell :

Le travail des forces électromagnétiques appliquées a un circuit
linéaire rigide, parcouru par un courant maintenu constant et se
déplacant dans un champ magnétique invariable est mesuré par le
produit de I’intensité du courant par le flux d’induction magnétique
coupé par le circuit au cours de son déplacement.

8-4. Deuxieme énoncé de la loi de Maxwell.

Reprenons la figure 68 et considérons deux surfaces S; et S,
s’appuyant sur les contours C; et C, de facon & constituer une surface
fermée T avec la surface-canal S.

Les flux d’induction &, et &, a travers C; et G, sur lesquels un sens,
celui du courant I, est fixé, sont ceux qui traversent S; et S, dont les

. . A A .y .
normales positives 7, et n, sont liées au sens du courant par la convention
de rotation. Une de ces normales est donc dirigée vers I’extérieur de X,

A . .
(n4 sur la figure), I’autre vers 'intérieur.

Exprimons la conservation du flux d’induction & travers la surface fermée
¥; il faut pour cela faire choix d’une normale positive. Choisissons

u - - - - - -
celle, n, dirigée vers ’extérieur de ¥ qui définit le signe du flux coupé ¢.
A . A & .
Comme 7, a le sens inverse de n, nous devons écrire — @, pour exprimer
2 ] 2

DEVORE-ANNEQUIN., — Eleciricité II. 4
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que le flux sortant de T est nul :

q)l_' (1)2 + ? = O,
d’ou

(I) ? = (1)2——(1)1.

Remarquons que si nous inversons le sens du courant nous changeons
le sens de toutes les normales positives, le résultat est donc bien général.
Ce résultat est déja intéressant, il exprime que :

Le flux d’induction coupé par un circuit rigide dans le déplacement est égal
- @ la varwation du flux d’induction & travers le circuil; comme cette variation, il
ne dépend que des positions initiale et finale du circuit.

Il entraine le deuxiéme énoncé de la loi de Maxwell:

Le travail des forces électromagnétiques agissant sur un circuit
linéaire rigide parcouru par un courant maintenu constant et se dépla-
¢ant dans un champ magnétique invariable ne dépend que des positions
extrémes du circuit; il est mesuré par le produit de P’intensité du
courant par la variation du flux d’induction magnétique extérieure a
travers le circuit:

W= Ip = H@,— @,).

8-5. Expression analytique de la loi de Maxwell. Calcul
des forces et des couples électromagnetiques.

Considérons une position déterminée G d’un circuit rigide dans un
champ magnétique, ce circuit est soumis a un torseur de forces électro-
magnétiques que nous allons déterminer dans un repére Oxyz.

1° Résultante générale.

—_—
Faisons subir au circuit une petite translation dx suivant la direction
de ’axe orienté x'Ox; le travail des forces électromagnétiques est

dW = X dx = 1do,,

X étant la composante suivant x'Ox de la résultante générale des forces
et d®, la variation du flux d’induction qui résulte de cette translation.
Si x est 'une des variables indépendantes qui définissent la position du
circuit, les autres variables sont restées constantes au cours du déplace-

ment et le rapport 9Ps o5t la dérivée partielle de la fonction & par
rapport a x. dx '
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. P ¥ ’ ’ =
Par suite, les composantes cartésiennnes de la résultante générale R sont

(1) ¥ =122,  yg® g2
ox oy 0z
d’ol1
R=1 grad .

20 Moment résultant par rapport au point O.

De méme, si le circuit subit une rotation da autour de ’axe x'Ox,
le travail des forces électromagnétiques est

dW = T, do = I d..

Par suite, les composantes cartésiennes du moment résultant I°
par rapport a l'origine O (ce sont aussi les moments résultants des
forces électromagnétiques par rapport aux axes) sont

o

(I1) = 2, I = I22, I‘::Ibq)_
O op o

Les relations (I) et (II) définissent complétement le torseur des
forces électromagnétiques appliquées au circuit.

La fonction ®(x, », z, «, P, v) est en somme une fonction potentiel
puisque, dans un déplacement de C, sa variation ne dépend que des
positions extrémes du circuit parce que le flux d’induction est conser-
vatif.

En I’absence de liaisons et d’autres forces les conditions d’équi-
libre du circuit s’expriment en égalant a zéro les composantes de

R et de T.

8-6. Cas particulier important: I'induction est uniforme.

Dans une translation de direction quelconque d’un circuit rigide
dans un champ magnétique uniforme, la variation du flux d’induction
et le travail des forces électromagnétiques sont nuls; il en découle que
la composante de la résultante générale suivant une direction quelconque
est également nulle; par suite :

La résultante générale du torseur des forces électromagnétiques
appliquées a un circuit rigide dans un champ magnétique uniforme
est nulle; le torseur est équivalent a un couple.
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Déterminons ce couple par son vecteur moment I (fig. 69). Nous
avons vu (7-5, 2°) qu’il est toujours possible de définir le vecteur surface

8

S associé a un circuit C, la surface
S s’appuyant sur G pouvant étre
quelconque.

La surface S choisie pour calculer
le flux d’induction & peut aussi
étre quelconque puisque le flux d’in-
duction est conservalif. Nous avons
donc, en tenant compte de I'uni-
formité de I’induction,

qw:f“ﬁ.iﬁ:‘ﬁfﬁ:ﬁ.ﬁ.
S ]
Le vecteur

A

associé au circuit est le vecteur moment magnétique du circuit. Nous avons, W
é¢tant homogéne a un travail,

Fic. 6g.

W — 16 — B.15 — B..Ib = B.b cos o,

A A
avec § = (B, S).
Le systtme des forces étant équivalent 4 un couple, son axe I' peut
étre déterminé a I’aide d’une rotation d6 autour d’un axe quelconque.
Prenons pour celui-ci la normale au plan des vecteurs B et S; le vec-

teur I' est alors porté par cette normale.
Le travail du couple pour la rotation d0 est dans ces conditions

AW = 1dP = — Bdb sin 0 d0 = I 49,
d’our
I' = — B.b sin 6.

Le signe moins exprime que le couple tend & amener le vecteur S sur

b . A . A
le vecteur B et par suite que le sens de IT' est tel que le triedre (§, B, F)
soit direct.
Nous voyons, compte tenu de I’expression du module de I', que le
vecteur moment du couple est défini par la relation vectorielle

F—JbAE—1SAE

Nous retrouvons la formule trés importante établie précédemment
(7-5) a partir de la loi de Laplace; elle fait intervenir le vecteur essentiel
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I§J,l moment magnétique d’un circuit linéaire rigide, produit du scalaire
positif intensité de courant I par le vecteur surface associé au circuit,
ce vecteur ne dépendant que des paramétres géométriques qui défi-
nissent le circuit, & ceci prés que son sens est lié 3 celui du courant
par la convention de rotation du triédre direct.

L’expression du module du moment magnétique est particuliére-
ment simple dans le cas d’un circuit plan ou d’une bobine plate pour
laquelle

Jb = NSI,

expression également applicable & un solénoide (7-6).

8-7. Regle du flux maximal.

Supposons qu’un circuit rigide C ne soit soumis qu’aux forces
électromagnétiques qui résultent d’une induction magnétique extérieure
et, éventuellement, a des liaisons qui limitent ses déplacements, il est
par exemple assujetti a tourner sans glissement autour d’un axe
fixe.

Il n’est pas en équilibre dans une position quelconque, il va se
déplacer sous I’action des forces électromagnétiques dont le travail ne
peut qu’étre positif. D’apres la loi de Maxwell, le flux d’induction a
travers le circuit ne peut qu’augmenter, une position d’équilibre stable
correspondant obligatoirement a un maximum du flux compatible
avec les liaisons.

Ce résultat se traduit par la régle du flux maximal:

Un circuit rigide est en équilibre stable dans un champ magnétique
invariable si, compte tenu des liaisons qui lui sont imposées, le flux
d’induction magnétique qui le traverse est maximal.

Considérons, par exemple une spire plane C de surface S parcourue
par le courant constant I, mobile autour d’un de ses diamétres que nous
supposons, pour simplifier, perpendiculaire aux lignes d’induction
d’un champ uniforme B. La seule position. d’équilibre stable est celle
pour laquelle le plan du circuit est normal & B qui le traverse de sa

face sud vers sa face nord. Les vecteurs B et Jlb = IS sont alors coliné-
aires et le flux d’induction a travers C, égal 2 BS, est maximal. Ecarté
de cette position le circuit oscille; nous avons déja étudié ces oscillations
dans le cas d’un solénoide (7-6).

Si nous retournons la spire face pour face, la nouvelle position est
bien une position d’équilibre puisque le couple agissant est nul, mais
I’équilibre, pour lequel ¢ est minimal et égal & — BS, est instable parce
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qu’un faible déplacement angulaire fait naitre un couple qui I’écarte
encore plus de la position initiale. Le fait est général :

Compte tenu des liaisons, les positions de flux d’induction minimal sont des
positions d’équilibre instable.

Supposons que, par suite des liaisons, la position du circuit ne
dépende que d’un seul paramétre x, correspondant a une translation,
ou «, correspondant a une rotation, la ou les positions d’équilibre corres-
pondent 292 _ 6 ou 520

dx do
libres ainsi déterminés.

D’une facon générale un circuit rigide C, une spire par exemple,
placé dans un champ magnétique d’un autre circuit C’, fixe celui-ci,
s’oriente de facon a se disposer le plus possible normalement aux lignes
d’induction et se déplace vers les régions ot le champ est intense, c’est-
a-dire vers le circuit C'. Compte tenu des liaisons imposées a C celui-ci
tend & occuper une position pour laquelle les surfaces des deux circuits C
et C’ sont les plus voisines possible, leurs normales positives ayant le
méme sens; elles pourront méme étre confondues si les deux circuits
sont plans.

De nombreuses expériences illustrent la régle du flux maximal
tout en mettant en évidence les répulsions entre faces de méme nom et
les attractions entre faces de noms contraires. Par exemple deux bobines
plates mobiles (fig. 70) viennent s’appliquer 'une contre I'autre, leurs

0; il reste a étudier la stabilité des équili-

SNS'N’
Fic. 7yo. Fic. 71.

faces de méme nom se confondant. Une bobine plate s’embroche dans
un solénoide (fig. 71) de fagon a étre traversée, de sa face sud vers
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sa face nord, par I’ensemble du faisceau des lignes d’induction du
solénoide.

Ce que nous avons dit pour le circuit C mobile mis en présence d’un
circuit fixe C’ reste valable si nous inversons leurs réles, C devenant
fixe et C' mobile, ou méme encore lorsque les deux circuits sont mobiles.
Leurs positions d’équilibre correspondent au flux maximal dans 'un et
P’autre circuit, compte tenu des liaisons auxquelles ils sont soumis. En
I’absence d’autres forces les torseurs des forces électromagnétiques et des
forces de liaison agissant sur les circuits sont équivalents a zéro.

8-8. Circuit linéaire déformable. Inductance propre d'un
circuit.

Nous avons vu (8-3) que si le circuit est déformable il faut tenir
compte non seulement du champ magnétique extérieur mais aussi de
son champ propre. Le flux balayé au cours d’une déformation est la
somme de deux termes se rapportant I'un au flux appliqué, I'autre au
flux propre. Le probléme est compliqué en général. Il devient beaucoup
plus facile en I’absence de champ extérieur.

Plagons-nous dans ce cas. Nous avons déja vu (4-5) que le flux d’in-
duction propre © est toujours positif et proportionnel & lintensité du courant,
donc de la forme

¢ = LI,

L. est I’inductance propre du circuit (Chap. xir), grandeur toujours
positive ; nous verrons qu’elle ne dépend que de la forme et des dimen-
sions du circuit linéaire considéré et de la nature du milieu dans lequel
celui-ci est placé (intervention de p, pour le vide).

Dans le systéme S.I. elle s’exprime en webers par ampére (Wb. A1)
ou henrys (H) :

Un circuit linéaire dont I’inductance propre est | henry est traversé
par un flux d’induction propre de | weber lorsqu’il est parcouru par un
courant constant de | ampeére.

I’inductance propre (nous dirons plus simplement inductance) d’un
circuit rigide dans le vide est bien déterminée; elle est par contre variable
dans le cas d’un circuit souple. En I’absence de toute action extérieure,
le travail des forces électromagnétiques ne peut étre que positif au cours
d’une déformation, de méme que le flux coupé. Par suite, I'inductance
propre du circuit ne peut qu’augmenter; ainsi :

Un circuit linéaire seul dans le vide est soumis a des forces électro-
magnétiques qui tendent a le déformer de fagon que son inductance soit
maximale.
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Une ligne d’induction traversant la surface du circuit suivant la
normale positive, il en découle que ¢ et L acquieérent leurs valeurs
maximales lorsque la surface du circuit est clle-méme maximale;
par suite, si le circuit est parfaitement souple et non soumis a des liai-
sons, il prend la forme d’un courant circulaire.

Nous venons de définir la grandeur inductance propre L d’un cir-
cuit lindaire indépendamment de tout phénoméne d’induction magnétique
(Chap. xi). D’aprés cette définition elle se détermine en calculant
le flux d’induction propre & a travers le circuit. Ce calcul résulte de la
connaissance du champ magnétique.

Indiquons, pour donner une idée de I'importance du potentiel-
vecteur de 'induction dont nous avons fait peu d’usage, que ’application
du théoréme de Stokes-Ampére :

La circulation d’un vecteur le long d’une courbe fermée C est égale
au flux de son rotationnel a travers une surface quelconque S limitée
par C,

permet le calcul de ® et par suite de L par ’intermédiaire de ce potentiel-
vecteur. Nous avons en effet

. o
= LI — ff‘ﬁf fCK.E?.

I’inductance propre d’un circuit étant connue, les formules générales
(I) et (II) du paragraphe 8-5 déterminent le torseur des forces électroma-
gnétiques (forces intérieures) qui agit sur un circuit parcouru par un
courant d’intensité constante seul dans le vide. Nous avons

X =1, ¥=I= z=1"
ox oy 0z

r =12 1 —=1% p~rk
» 23 oy

En attendant 1’étude des phénoménes d’induction électromagnéti-
que ou l'inductance propre joue un role essentiel, nous donnons déja
sous forme d’exercice un exemple de calcul de L. dans un cas simple.

Exercice.

Exercice 13. — On considére une spire circulaire de rayon a, située dans le vide
et parcourue par un courant l. Calculer son inductance propre L en admettant que
I'induction qu’elle produit en tout point de son plan et intérieur i la spire est uniforme
et a mé&me intensité qu’au centre.

Mé&me question pour une bobine plate comprenant N spires identiques a la précé-
dente.

Application : a = 10 ecm, N = 100, 1 = | A,
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L’induction au centre de la spire est

]3:5‘_01,
2a

Dans ’hypothése de I’énoncé le flux d’induction propre a travers la spire est

I
® = wa?B = — pyral = 2x%.107%al = 1,97.107% weber;
2

par suite son inductance propre est

L= _(]1?_ e X poa = 1,97.1078 henry ~2,10-% H,
2

et, dans le cas d’une bobine plate,

L’ = NL = 2.107% henry.




CHAPITRE IX

LES AIMANTS PERMANENTS
DANS LE VIDE.
MESURES MAGNETIQUES

I. — LES ACTIONS EXERCEES ET SUBIES
PAR LES AIMANTS PERMANENTS

9-1. Aimantation temporaire et aimantation permanente.

L’expérience montre qu’une aiguille de fer doux disposée paralléle-
ment aux lignes d’induction d’'un champ magnétique uniforme acquiert
les propriétés d’un aimant dont I’axe magnétique a la direction et le

iz AL s SO

Fic. 7a.

sens de I’« induction magnéti-
sante » : son aimantation est dite
ailmantationinduite. Cette aiman-
tation du fer doux explique qu’il
soit possible d’obtenir des spectres
magnétiques a ’aide de la limaille
de fer (1-3). Toutefois ’aiguille
cesse d’étre un aimant dés qu’elle
est soustraite a I’action de I'induc-
tion magnétisante, par exemple
lorsqu’on supprime le courant
dans le solénoide S qui le crée
(fig. 72) : son aimantation est tem-
poraire.

Par contre, une aiguille d’acier
trempé, soumise au méme traite-
ment, reste aimantée dans les

mémes conditions, elle conserve une aimantation rémanente et constitue
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un aimant permanent. Placée seule dans le vide, elle crée un champ
magnétique que I'on peut matérialiser par un spectre magnétique; dans
le champ magnétique d’un courant ou d’un autre aimant, elle est soumise
a des forces, par exemple clle s’oriente dans le champ magnétique
terrestre.

D’une fagon plus générale, un aimant permanent produit dans le
vide un champ magnétique qui reste invariable dans le temps, et cette
propriété subsiste lorsque ’aimant est soumis, puis soustrait 4 un champ
magnétique extérieur. On dit aussi que son aimantation est rigide. Nous
allons caractériser un aimant par le vecteur moment magnétique qui
lui est lié; nous pouvons donner la définition suivante :

Un aimant permanent est un aimant dont le vecteur moment magnétique est
invariable dans le temps.

Pratiquement, un aimant n’est permanent que si les actions magné-
tiques qu’on lui fait subir ne sont pas trop intenses; c’est ce que nous
supposerons dans ce chapitre et dans le suivant.

9-2. Aimants et courants. Conception ampérienne des
aimants.

SiI’on fait abstraction de leur cause, rien ne distingue le champ magné-
tique d’un aimant de celui d’un courant. Tous deux sont caractérisés

en un point par un vecteur axial, le vecteur induction magnétique B.
Par exemple, les spectres magnétiques d’un aimant droit et d’un solé-
noide présentent une grande similitude de structure d’ensemble (fig. 75),
avec cependant la différence essentielle qu’il n’est évidemment pas
possible de réaliser le spectre a 'intérieur de I’aimant.

Les analogies ne sont pas moins évidentes au point de vue des actions
subies. Dans un champ magnétique uniforme, un aimant, comme un
courant, est soumis a un couple; dans les deux cas il est possible de
définir et de déterminer un vecteur axial, le vecteur moment magnéti-

que jﬁo, représentatif des deux objets pour le calcul des actions
subies.

L’objet élémentaire de I’étude des actions entre courants est une
boucle ampérienne ou un ampérien; il n’est évidemment pas possible
de le réduire & un objet plus simple puisque un circuit électrique forme
un tout insécable. Par contre, on peut tenter de réduire I’aimant
élémentaire, que nous avons appelé magnétometre (1-1), a deux objets
plus simples, un demi-aimant doté d’un péle nord, un second demi-
aimant doté d’un pdle sud.

L’expérience de I’aimant brisé montre que cela est impossible. Si 'on
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brise une aiguille aimantée SN (fig. 73), les deux trongons sont
encore des aimants S;N; et

St AN S,N,, et ceux-ci donnent de
nouveaux aimants par frag-

S N, S N, mentation. Les poéles inter-
Fic. 73. médiaires disparaissent et

I’aimant primitif est reconstitué
si ’on juxtapose les morceaux en les disposant dans I’ordre ou ils
ont été obtenus:

Il est donc impossible d’isoler des pdles magnétiques.

Si, par souci de généralisation, nous voulons élaborer une doctrine
qui régisse aussi bien les actions entre courants, entre aimants,
qu’entre courants et aimants, nous disposons de deux possibilités :
prendre pour objet élémentaire unique soit ’aimant élémentaire, soit
I’ampérien. La premiere conduit & considérer un aimant comme formé
d’un trés grand nombre de petits aimants orientés dans son volume et
un circuit linéaire comme équivalent 4 une répartition d’aimants
élémentaires orientés normalement a sa surface. La seconde remplace
un circuit linéaire par une nappe d’ampériens (1-g) et un aimant par
une répartition volumique d’ampériens.

Les deux conceptions ne sont toutefois pas trés différentes puisque

I’objet élémentaire est défini de toute fagon par le vecteur axial dj[{).
Elles sont toutes deux « ampériennes » en ce sens qu’elles ne nécessitent
ni 'une ni Pautre I'introduction de masses magnétiques (nord et sud),
introduction qui correspondrait a une conception « coulombienne »
que nous rejetons parce qu’elle est en contradiction avec la nature des
phénomeénes comme le montre 'expérience de I'aimant brisé.

Nous retiendrons la deuxiéme possibilité comme « plus ampérienne »
pour les raisons suivantes :

Il est possible, grice a lartifice de la formule d’Ampére (2-1),
d’étudier les actions exercées et subies par un circuit linéaire sans
avoir a considérer celui-ci comme une nappe d’ampériens. L’étude
des actions entre courants étant faite, il est logique de mettre a profit
les résultats obtenus pour baser celle des actions entre aimants et entre
courants et aimants sur I’hypothése ampérienne:

Un aimant est formé d’une répartition volumique ordonnée d’am-
périens dans le vide a I’intérieur de sa surface limitative.

Indépendamment de sa commodité, un autre argument joue en
faveur du plan suivi. Si assimiler un circuit linéaire & un aimant est
tres artificiel, par contre, on peut se demander ce que donnerait 'expé-
rience de ’aimant brisé poursuivie jusqu’a I’échelle atomique. Il ne
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semble pas possible de répondre d’une fagon certaine a cette question
dans l’état actuel de nos connaissances; il est toutefois plausible
d’admettre que ’objet ultime est un courant particulaire résultant du mou-
vement d’un électron sur son orbite.

Cette hypothése n’est d’ailleurs pas strictement nécessaire, les
dimensions d’un aimant élémentaire et celles de I’ampérien pouvant
étre infiniment petites a I’échelle macroscopique tout en restant trés
grandes a I’échelle atomique. Par suite I’Aypothése d’équivalence ampérienne,
basée sur les résultats de l’expérience, n’est pas nécessairement une
tentative d’explication des phénomeénes a I’échelle atomique, nous
la considérons comme une hypothése commode de travail.

9-3. Caracteres du champ magnétique d'un aimant dans
le vide.

L’ampérien équivalent a un aimant élémentaire est en fait une boucle
de courant fictif qui, au contraire d’un courant réel, se maintient sans
consommation d’énergie. L’aimantation étant rigide, nous pouvons
supposer que tous les ampériens sont identiques, parcourus par le
méme courant fictif I,.

Dans la conception ampérienne le miliew aimanté est remplacé par le vide
dans lequel sont distribués les ampériens. Si leur distribution est absolument
quelconque, le milieu n’est pas aimanté par suite de la compensation
des moments magnétiques élémentaires; si le milieu est aimanté, la
distribution est ordonnée.

Si nous nous limitons au cas le plus simple, celui des aimants droits
ou barreaux aimantés, il est possible de définir et de mesurer le vecteur

moment magnétique Jb de I’ai-
mant, résultante des moments
magnétiques des ampériens qui

le constituent. Indiquons toute-
fois, parce que nous aurons a
Putiliser, qu’un aimant en U
présente la propriété de créer
un champ magnétique a4 peu

/ / N Drés uniforme dans son entre-

fer, ainsi que le révele son
spectre magnétique (fig. 74).
Dans ce chapitre nous ne
Fic. 74. nous préoccupons du milieu

aimanté que pour imaginer,

dans le seul cas des aimants droits, une répartition convenable d’ampériens
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qui conduise & des résultats conformes a ’expérience par application
des lois de I’électromagnétisme. De cette restriction découlent les

propriétés essentielles du champ magnétique des aimants dans le
vide :

a) Le flux d’induction magnétique est conservatif.

N’ayant pas défini le vecteur induction en un point du
milieu aimanté, la relation locale

A

div B =o0

doit étre restreinte aux points situés dans le vide en dehors des
almants.

b) La circulation du vecteur induction magnétique le long d’un
parcours fermé entiérement dans le vide est nul.

Cette propriété est une conséquence du théoréme d’Ampére puisque
le trajet considéré n’enlace aucun courant, réel ou fictif.

c) Le vecteur induction magnétique dans le vide dérive d’un potentiel
scalaire continu et uniforme.

Cette propriété découle de la précédente. Le potentiel scalaire en
un point est la somme algébrique des potentiels produits par les ampériens
qui constituent l’aimant; il est uniforme (a détermination unique)
puisque nous nous interdisons de considérer des parcours pénétrant
dans Paimant (enlacant des ampériens).

9-4. Champ magnétique des aimants. Action d’'un champ
magnétique uniforme sur un aimant droit.

1° Champ magnétique d’un ampérien.

4Tb étant’le moment magnétique d’un ampérien, nous avons établi
(6-6) I’expression 5
o AR

4% e

4y =
du potentiel scalaire dont dérive le vecteur induction magnétique

dB—= — grad dW.

A
Ces expressions déterminent 4B, par exemple par ses composantes
radiale et tangentielle en coordonnées polaires; elles sont valables



LES AIMANTS PERMANENTS DANS LE VIDE IT1I

pour une aiguille aimantée en des points dont la distance est trés grande
par rapport a la longueur de Paiguille.

20 Aimant solénoidal.

Nous allons maintenant envisager le cas important d’un aimant
ayant la forme d’un barreau cylindrique de section circulaire S et de
longueur /. Nous supposons qu’il est parfaitement homogéne et que son
aimantation permanente résulte de l’action d’un champ magnétique
uniforme qui s’est exercée parallelement a son axe.

Dans ces conditions nous pouvons faire les hypotheéses suivantes :

Les propriétés magnétiques de I’aimant sont de révolution autour de son axe
et les ampériens qui le constituent, uniformément répartis dans le volume du barreau,
sont dans des plans normaux a Iaxe.

Considérons (fig. 75) une tranche (disque circulaire) d’épaisseur dx

@g /
s o e
) B O
7 0 a1 P B
- >——-N >
Y am G — 4 “
2 N
ey i e e il
Fic. 7s5.

et de volume dv = S dx. Elle comprend un ensemble de solénoides
ampériens de longueur dx, de surface 42S et de volume

d% = dx d25:;
leur moment magnétique, parallele a I’axe, est
‘ A
a2Tb = nl, dx 4%,

n étant le nombre d’ampériens par unité de longueur.
Le moment magnétique de cet ensemble,

o =L, dx [ d% = nde L,
S

est le méme que celui d’un courant I, circulant dans n dx spires sur le
contour moyen de la tranche.

Le barreau équivaut donc, pour les points extérieurs, a un solé-
noide formé de courants circulaires réguliéerement répartis (z spires
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par unité de longueur et N = #/ spires en tout) sur le cylindre de lon-
gueur / et parcourus par le courant I,; son moment magnétique est

Tb — 21,05 — NLS.

Comme P'induction magnétique se calcule a partir des ampériens
(par application de la loi de Biot et Savart), le champ magnétique de
I’aimant est, en un point extérieur, celui du solénoide équivalent. D’ou
le nom d’aimant solénoidal donné a un tel aimant.

En un point M de I’axe extérieur & I’aimant le vecteur induction
est dirigé suivant cet axe (on pouvait s’y attendre par raison de symé-
trie) et son module a pour expression, V = S/ étant le volume de
I’aimant solénoidal,

J[ 1;)

B=1 ponl, | cos By — cos 0; | = pg < | cOS 63 — cos 04 |.
2

3° Aimants droits réels.

En fait, au voisinage des extrémités, les ampériens sont inclinés par
rapport aux plans normaux a I’axe, c’est ce que traduit 1’épanouisse-
ment des lignes d’induction au départ des plages polaires. Le moment
magnétique de I’aimant est cependant bien défini par la somme des
moments magnétiques des ampériens:

Eﬁ):ffvd?ffb,

ce résultat restant valable quelle que soit la forme de la section droite de
I’aimant.

Quant a 'induction produite en un point par un aimant droit, on
peut utiliser les expressions valables pour un ampérien lorsque le point
est éloigné, sinon il faut employer des formules plus rigoureuses.

40 Aimant droit dans une induection uniforme.

A

Chaque ampérien est soumis a un couple de moment
N A A A A
I,d35 N B = d%lb A B;

I’aimant est soumis au couple
oA \_A oA oY A
U= [[[ @l A B =Jb A B

Cette relation montre que le vecteur Jb est bien défini, expérimentale-
ment en quelque sorte, par le moment du couple, méme si ’aimant n’est
pas solénoidal.
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9-5. Actions entre aimants, entre aimants et courants.

Un aimant droit se comportant comme une bobine parcourue par
un courant, aussi bien pour les actions exercées que pour les actions
subies, il est possible de prévoir, au moins qualitativement, les actions
qui s’exercent entre aimants et entre aimants et courants, Les faces
polaires de ’aimant jouent en quelque sorte un réle semblable a celui
des faces terminales d’un solénoide :

Placé dans le champ magnétique d’un autre aimant ou d’un courant, un aimant
est soumis @ un forseur de forces magnétiques qui tend & I’orienter et & le déplacer
de fagon que ses plages soient traversées par le flux d’induction maximal.

Bien entendu des liaisons éventuelles peuvent limiter les déplace-
ments de ’aimant. Ainsi s’expliquent les régles bien connues d’attraction
entre faces de noms contraires et de répulsion entre faces de méme nom,
le mot face étant aussi bien valable pour un aimant que pour un courant;
elles se vérifient par des expériences trés simples a réaliser.

II. — CHAMP MAGNETIQUE TERRESTRE.
MESURES MAGNETIQUES

9-6. Généralités.

Nous appelons ici mesures magnétiques les mesures d’induction
magnétique B et de moment magnétique JAb d’aimants. Elles ne font
qu’utiliser les expressions de I'induction produite par un aimant droit
et du moment du couple qu’il subit lorsqu’on le place dans un champ
magnétique.

Les mesures magnétiques essentielles sont celles du produit JAbB par

une méthode dynamique et du rapport‘%par une méthode statique;

cette derniére utilise un appareil trés simple, le magnétométre. Les
méthodes se prétent a des mesures absolues comme a des mesures
relatives.

Une difficulté résulte de I'impossibilité de soustraire les aimants
a Paction du champ magnétique terrestre.
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9-7. Champ magnétique terrestre (fig. 76).

L’induction magnétique terrestre est définie en chaque point par

A
le vecteur B,. Le plan vertical qui

d : oL
NO‘?tique contient ce vecteur est le plan méridien
B, magf‘e r’nagne’tigue au po.int O considéré, plan
D également défini par la verticale Oz

Nord _ et la composante horizontale B, de
géographique B,
Le plan méridien géographique
étant le plan qui contient le point O
et la ligne des poles, la déclinaison D
est I’angle des deux plans méridiens.
BY.— L Elle est orientale ou occidentale suivant
que le méridien magnétique est
a lest ou a l'ouest du méridien
% géographique.
Fic. 76. L’inclinaison 1 est ’angle que fait
le vecteur By avec le plan horizontal,
elle est considérée comme positive quand B, est au-dessous du plan
horizontal.
Déclinaison et inclinaison déterminent la direction de B,. On ne
mesure pas en général B; mais sa projection horizontale By; on a évi-
demment

B, = B; cos 1.

Nous allons nous borner 4 donner quelques indications sur la déter-
mination de la déclinaison qui fixe la direction de la composante Bg;
elle utilise une boussole de déclinaison. Cet appareil est constitué par une
aiguille aimantée SN (fig. 77 a) mobile autour d’un axe vertical dans
le plan d’un cercle gradué C. L’axe de I’aiguille dans sa position d’équi-
libre définit en principe la direction de B, par rapport au méridien
géographique N,S, que I’on ‘détermine par des observations astrono-
miques a ’aide d’un théodolite associé a la boussole.

On évite les erreurs systématiques en effectuant deux corrections :

a) Correction de centrage.

L’erreur de centrage résulte de ce que I’axe de rotation ne coincide
pas en général avec I’axe du cercle gradué. On 1I’élimine en visant, a
I’aide d’un microscope, les deux extrémités N et S. On prend pour D
la demi-somme des arcs NN, et SS,. Cette correction est d’ailleurs
faite chaque fois qu’on utilise un cercle gradué.
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b) Correction de non-coincidence des axes.

Quelles que soient les précautions prises dans la fabrication de
I’aiguille aimantée, son axe magnétique ne coincide pas rigoureuse-
ment avec son axe géométrique. Pour éliminer I’erreur qui en résulterait

g

Cercle divisé
horizontal

T1c. v7.

on effectue une premiére mesure D,, puis une seconde D, aprés avoir
retourné l'aiguille face pour face. L’axe géométrique prend une posi-
tion A,B, symétrique de A;B; par rapport a SN, direction de ’axe
magnétique qui reste fixe (fig. 77 6). On a

D = — (D; + Dy).

. " . I »
La précision peut atteindre — de minute.
10

Les boussoles marines ou compas servent a déterminer la direction du
nord géographique, connaissant la déclinaison. On compense I’'induc-
tion magnétique produite par les masses de fer du navire, en disposant
convenablement des aimants dans le voisinage de la boussole (compen-
sation des compas).

L’étude compléte c\lj champ magnétique terrestre est trés complexe

du fait que le vecteur B, varie en direction, sens et grandeur, non seule-
ment dans I’espace mais aussi dans le temps.

On trouve dans ’annuaire du Bureau des Longitudes des cartes
représentant les variations de la déclinaison et de l’inclinaison. En
France la déclinaison est occidentale et sa valeur était de 6° 30’ en 1959
a Paris, I'inclinaison y était de 64°. Au péle magnétique nord I’inclinai-
son est de 4+ 909, au pdle magnétique sud elle est de — go? : la boussole
ne s’oriente plus aux péles.

Les éléments magnétiques terrestres varient avec le temps, ils subissent
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des variations périodiques, séculaires et diurnes et méme des variations
accidentelles, dues a des orages magnétiques, phénomeénes qui semblent
liés a I'apparition de taches solaires.

La composante horizontale B, se détermine par les méthodes que
nous allons étudier mais aussi par des méthodes utilisant les phénomeénes
d’induction. Donnons, pour fixer un ordre de grandeur, la valeur
approchée de B, a Paris :

B, =~ 2.107% tesla = 0,2 gauss.

9-8. Magnétometre. Mesures relatives d’inductions.

Nous venons de voir que la boussole de déclinaison est utilisée
a la détermination de la direction de la composante horizontale B,
de l’induction terrestre; d’une facon plus générale un magnétométre
permet de mesurer I’angle que font entre elles les composantes hori-
zontales d’inductions magnétiques dont I'une peut étre B,.

Description.

Un trés petit aimant cylindrique sz (fig. 78), dont la longueur est
de ’ordre du centi-
métre, est suspendu

/ LTU par un fil sans tor-
sion (fil de cocon) F

de facon que son

axe magnétique Jb
s’oriente suivant la
composante hori-

zontale de I’induc-
tion résultante au

Fil de|cocon

Mir%ir I\I{ 9P Ot;s’ point ot elle est pla-

Amortisseur __[5\{5 Cée> induction quc
C= | Source lumineuse  I'on peut admettre

== 2 S comme uniforme

Fre. 78. dans le petit espace

ou elle se déplace.
Un petit miroir concave m, éclairé par une source lumineuse S et
solidaire de I’aimant, permet de déterminer les rotations « de I’équipage
mobile ainsi constitué, par la mesure des déplacements du spot sur une
échelle placée a une distance égale au rayon du miroir. L’appareil
comporte un amortisseur, qui peut étre tout simplement un léger
carton sur lequel est fixé ’aimant; les mesures sont ainsi rendues plus
rayiles par suppression des oscillations. L’appareil est dans une cage
fermée qui le protége contre les courants d’air. Le dispositif ne comporte
aucune piéce contenant du fer.
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Mesure.

Soumis i la seule induction terrestre, I’aimant s’oriente suivant B,;
I’action d’une induction horizontale B perpendiculaire a B, (fig. 79)
le fait tourner de ’angle « tel que

B R tga = 13—
g B,

Si I’on fait agir B’, toujours perpendi-
culaire & By, la rotation est «' telle que

tg o’ = E 5
& w B0 g B, g
ar suite
Fic. 79. L B i i
ﬁ B tg o )

Le magnétométre permet donc d’effectuer des mesures relatives d’inductions
magnétiques.

9-9. Méthode statique. Mesure de ‘%’

Un magnétomeétre étant soumis a la seule action de la composante
horizontale B, de I’induction magnétique terrestre (posi-
tion de zéro), on fait agir sur lui, normalement a B,
Iinduction B; ou B, produite par un aimant droit de
moment magnétique Jb; B; et B, sont les inductions
dans les positions de Gauss de l’aimant placé a une
distance 7, grande par rapport a ses dimensions et, &
Jfortiori, grande par rapport a la longueur de I'aiguille du
magnétometre.

Pour 'une et 'autre de ces positions, la mesure de

JAb

la rotation, «; ou «., conduit a I’expression du rapport —.
) 1 29 B
0

1° Premiére position de Gauss.

L’aiguille du magnétométre étant en O; (fig. 8o)
orientée suivant B,, ’aimant SN de longueur / est disposé
en O (0,0 = r) de fagon que son axe magnétique soit
normal & B,. O, est alors dans la premiére position de f
Gauss de l’aimant qui y produit I'induction of It

2.1b S
. Fic. 8o.

B, =t .
4% T

On mesure la rotation «; de laiguille du magnétométre a partir
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de sa premiére position; on a

B Ab 1
t =k g & R
o B, 2=B,r
d’ou
Jl.il) 2
(I) = =L L g a
Bo Mo !

2° Deuxiéme position de Gauss.

L’aimant SN est maintenant disposé en O (fig. 81) de fagon & pro-
duire en O, l’induction B,.
IL’aiguille du magnétométre
tourne de l'angle «, tel que

S
i B,
g te o, = 2.
:L_ O ™ 0
N Nous avons
1
Fic. 81. 32 __Mo JLID,
47 13
et par suite
I)O 1117
to L il
S 2 = B, 13
d’ot
(2) LI T
Bo o

9-10. Applications de la méthode statique.

1° Mesures relatives de moments magnétiques.

Raisonnons pour la premiére position de Gauss et utilisons la for-
mule (1) du paragraphe précédent, des experlences plus précises nécessi-
tant la détermination de termes correctifs. FFaisons agir successivement
sur le magnétomeétre deux aimants droits de moments magnétiques Jb,
et db, & la méme distance r et mesurons les rotations correspondantes
o, et ay, de l'aiguille aimantée; on a

Jb, _tg o
Jngz tg Og
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On obtiendrait la méme relation pour la deuxiéme position de
Gauss en utilisant la formule approchée (2).

20 Vérification de %1— = o

2
Les relations obtenues précédemment peuvent s’écrire, en posant

A b
By

A A
tga]_:g;s‘; tgazz—-

Gauss a vérifié, avec une précision de 'ordre du milliéme, en utilisant
des distances 7 atteignant 4 meétres, que pour les deux positions de Gauss
on avait, pour la méme valeur de 7,

By _tge .
B, tg a,

3° Mesures absolues.

L’emploi du magnétométre permet donc d’effectuer des mesures
relatives d’inductions et de moments magnétiques. Nous verrons bient6t

que les déterminations du rapport%lipar la méthode statique, et du
0

produit JAbB, par la méthode dynamique, conduisent 4 des mesures
absolues de moments magnétiques et d’inductions magnétiques.

9-11. Méthode dynamique ou meéthode des oscillations.
Mesure de uB.

1° Oscillations d’un aimant dans une induction magnétique.

Considérons un aimant horizontal de moment magnétique .lb,
mobile autour d’un axe vertical dans une induction magnétique uni-
forme dont la composante horizontale est B; dans sa position d’équilibre
les vecteurs Jb et B sont colinéaires.

L’aimant, écarté de sa position d*équilibre d’un angle 6, est soumis
a un couple de rappel de moment — [AbB sin 0.

L’application du principe fondamental de la dynamique donne,
J étant le moment d’inertie de ’aimant par rapport a ’axe de rotation,

d*e __

J 7 LB sin 6.
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Cette équation est celle d’'un mouvement oscillatoire. Dans le cas
ou I’élongation angulaire est petite, elle devient
dze
- 4+ JbBs = o0
de? ’

de la forme générale

Son intégrale est, avec un choix convenable de ’origine des temps,

¢
T’

6 = 0y cos wf = §, cos 2w

B, étant I’élongation maximale,
Les petites oscillations sont donc sinusoidales et leur période,

—ond /L
T=sn \/.,mbB’

est inversement proportionnelle & la racine carrée du produit NoB.

2° Mesures relatives d’inductions magnétiques.

Faisons osciller successivement I’aimant dans deux inductions magné-
tiques B et B’ et mesurons les périodes T et T’ des petites oscillations;

nous avons o
— o ;J_ P s J
T 2w \/JLlOBJ T 2% ngB,;

B’ T®

B T'?

Cette méthode permet donc d’effectuer des mesures relatives d’in-
ductions magnétiques par des mesures de périodes; son application
présente cependant une difficulté due a I’existence inévitable de I'induc-
tion terrestre, aussi est-on conduit a opérer de la fagon suivante :

Pour comparer I’induction B a la composante horizontale de ’induc-
tion terrestre B, au point ot I’on opére, on mesure les périodes T; et T,
de I’aimant oscillant sous ’action de B paralléle a B,, dans le méme sens,
donc soumis a B, = B 4 B,, puis de sens contraire, donc soumis a
B, =B — B, (en supposant B > B,); on a

T2 B 4-B;



MESURES MAGNETIQUES 121

d’ou
n _ T8 _Ti+T Ti—T3
B—B, B+B, 2B = 2B, ’
par suite
B__Ti+T;
B, T:—T¢

! 4
On peut de la méme fagon déterminer i et par suite

0 r
La méme méthode est applicable 4 la détermination du rapport B,

0
des composantes horizontales de I'induction terrestre en deux points;

il suffit de mesurer T, et T; d’oscillation d’un aimant en ces deux
points. On a

B_T

By, T.*

3% Mesures relatives de moments magnétiques.

Pour comparer les moments magnétiques b et Ab’ de deux aimants
on mesure leurs périodes d’oscillation T et T’ au méme point; on a

T == 7 J ) TI — w _"JI ’
**\/ B, ? \/JLB’BO ,

M JTe

o J T?

Les moments d’inertie J et J' se calculent d’aprés les dimensions
des aimants, on peut également les déterminer expérimentalement comme
nous le verrons plus loin.

4° Mesure de JALB,.

T étant la période d’oscillation d’un aimant sous ’action de B,
on a

2 — gr2 ,J .
(1) =455

La valeur calculée de J est peu précise, on 1l’élimine en fixant
aux extrémités deux petits cylindres en cuivre (non magnétique) et
on mesure la période T’ du systéme ainsi alourdi. j étant le moment
d’inertie des cylindres par rapport 4 I’axe de rotation, on a

I8 o e oJ +J
(2) T 47 JlJloBo :_
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d’oti, en retranchant (1) de (2) membre & membre,

57
T2 T2 — 4%
AbB,

ct
T2 _ T2

JUOBO —

J peut étre déterminé avec précision, on a, en vertu du théoréme
d’Huygens et en négligeant le terme correspondant aux moments d’inertie
des cylindres par rapport a leurs propres axes,

J=2md?

ot m est la masse d’un cylindre et d la distance de son axe a 'axe de
rotation.

9-12. Mesures magnetiques absolues.

1° Mesure d’une induetion magnétique.

Etant donné un aimant de moment magnétique Jb dans I’induction
terrestre de composante horizontale B;, la méthode statique permet de

mesurer A = fj};—b yla méthode dynamique, C = JbB;; on en déduit

0
G
B, = —
0 \/A

Ces mesures sont effectuées en fonction des seules unités mécaniques,
la nature magnétique des phénomeénes n’intervenant que par p, dont la
valeur est rigoureuse; il s’agit donc bien de mesures absolues. La précision
peut atteindre 1074,

La valeur de B, étant ainsi bien connue, la méthode précédente est
applicable a une induction quelconque B que I'on superpose & B, dans
un sens ou dans l’autre; on détermine ainsi B 4+ B; ou B — B,.

20 Mesure d’un moment magnétique.

Des mesures de A et de C se déduit le moment magnétique de
Iaimant utilisé :

db = \/AC;

il s’agit 1a aussi d’une mesure absolue.

Exercices.

Exercice 14. — Deux aimants droits A; et A, de mé&me longueur, de moments
magnétiques b, et Jb, (Mo, > Mo,) sont associés parallélement de fagon que les pales de
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méme nom soient du mé&me cété. L'ensemble, horizontal, est suspendu a un fil sans
torsion; placé dans une induction magnétique uniforme horizontale B, le systéme,

écarté de sa position d’équilibre, oscille et la durée des petites oscillations est T, = I s.
On retourne l'aimant A, bout pour bout : la durée des petites oscillations devient
T,=2s.

On croise enfin les deux aimants a angle droit. Quelle est la position d’équilibre du
systédme, quelle est la nouvelle période, T, des petites oscillations?

Soit J, et J, les moments d’inertie des deux aimants par rapport a 'axe
d’oscillation; dans les trois cas le moment d’inertie du systéme est J = J; + J,.
Dans le premier cas :
Ty =any /-
(1) 1 \/(ﬁjbl T dby)B’
dans le second :
Ty, =2x P
(2) 2 ((To, — Ab,)B

b § e a3 ras .
Dans le troisieme cas L= El + L‘[EL, est le moment magnétique du systéme,
sa position d’équilibre est définie, par rapport a celle du premier cas, par I’angle 9
tel que

et la période des oscillations est

—omy /T
(3) Li=2=\/ 3ip’

avec
Mo = /b2 + AL

Les relations (1) et (2) s’écrivent

Moy + b, = 472

l.rltl.jl — c.lu'.')z s 4_75 == —

2o J
B
Additionnons ces deux derniéres relations apres les avoir élevées au carré;

il vient

en posant J' = 4=

2(Mbf + MbE) = ]2 (L 4 ! ) — gy Tt + T4

T " % T
par suite
T§ = Je — 21913 ,
Ab®  T% 4 T4
% 5 =4
_ 2 . 4 4
T“FT‘T‘(W) T
1
log,y Ty = A (5 logye 2 + cology, 17),
T = 1,178,
Exercice 15. — Un puissant aimant droit A est fixé sur une régle graduée. La

direction de cette régle et celle des pbles de I’'aimant sont horizontales et dans le plan
du méridien magnétique.

lo Une petite boussole B, dont I’aiguille est horizontale, peu étre déplacée le
long de la régle graduée, et I'on constate que son aiguille se retourne lorsqu’elle passe
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a r= 60 cm du milieu de I’'aimant A, la distance r pouvant &tre considérée comme trés
grande par rapport a la longueur de ['aimant A,

On demande quel est le moment magnétique /b de cet aimant, sachant que la compo-
sante horizontale B, de I'induction terrestre, mesurée a 29, prés, vaut 2, [0~5 tesla.

20 On fait tourner la régle graduée d’un petit angle autour de la verticale passant
par le centre de la boussole B, de fagon que le déplacement d du centre de I’aimant A,
que I’'on mesure a | mm prés, soit de 5 cm. Quelle est alors la direction de I’aiguille de
la boussole B ?

Si I’on fait osciller cette aiguille autour de sa position d’équilibre, quelle sera la
période des oscillations, sachant qu’en |’absence de |’'aimant A la période des oscilla-
tions dans l'induction terrestre serait de | seconde ?

3° On replace ensuite la régle graduée et I’aimant A dans leur position primitive
et I’on retire la boussole B pour lui substituer un pendule constitué par un aimant C
identique a A, dont la ligne des pdles est verticale dans la position d’équilibre.

On fait osciller ce pendule autour d'un axe perpendiculaire au plan du méridien
magnétique, la période des oscillations est T = 12 5. Cette période devient Ty = 10s
lorsqu’on désaimante |'aimant C,

On sait en outre que l'inclinaison de l'induction magnétique terrestre est
i = 60 degrés.

Déduire de 1A quelle serait la période T’ des oscillations si I'on aimantait de nouveau
C exactement de la m&me mani&re, mais en sens inverse, et quel est le moment d’iner-
tie | du pendule C par rapport a son axe d’oscillation. Déterminer enfin quelle serait,
aprés cette nouvelle aimantation, la position d’équilibre que prendrait le pendule C
si I'on supprimait I'aimant A.

1° La distance r étant trés grande par rapport a la longueur de 'aimant A,
I'induction que celui-ci produit a cette distance sur I’axe est
B A~ {_J-ﬂ 2;‘1-1‘)
T 4w P

A SA
Au point o1 I’aiguille de la boussole se retourne, B et B, sont égaux et opposés;

on a donc B = B, et par suite

=4 Byr®
Mo 2

b

avec po = 4%.1077; By = 2.107% tesla; r = 0,6 m; 7* = 0,216 m?; d’ol
Jb = 21,6 A.m?2.

20 (fig. 82) L’induction B fait avec le méridien magnétique OM I’angle

awi— L d.

r 12

&

2

M
T [ A==
B, -0y T~
] B

Fic. 8a.

o p___g‘.__
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L’angle 0 dont a tourné ’aiguille de la boussole est

F — &= 1,49 rd = 85° 20".
2

L’induction & résultant de l'induction terrestre By et de I'induction B pro-
duite par ’aimant est
§ o By = 28,
12

avec une incertitude trés inférieure & celle, 2.1072, sur d.
On en déduit la période demandée :

12 = 2 {/3 = 3,46 s.

3° On peut évidemment faire pour I’aimant C les mémes approximations que
pour A, c’est-a-dire le supposer infiniment court, ou, ce qui revient au méme,
supposer que l'induction est uniforme dans tout l’espace ou il oscille.
L’induction est alors réduite a la composante

Z = B,tgi = 3,46.1075 tesla.

Dans la position d’équilibre, I'aimant G (fig. 83 a) et le centre de graviié G
ont la disposition de la figure et pour un écart angulaire 0 (fig. 83 5) le couple
subi par le systtme est, Mg étant

0 0 0 le poids de I’aimant,

T — (Mga — MZ) sin 0.

On a, pour les périodes des
petites oscillations,

Mga — MZ’
0 = 27 J 4
N N S V Mga
G-- G G —)BO T = o=x I S 3
| S N Mga 4 MZ
5 par suite
v Mg Mg . . 0
Z el
a b ¢ 13 o B ¥
. 83. 1 _ 1 _ MZ
) Fic. 83 T3 T 47:2‘1,
ol

T' = 8,75 s; J = 6,22.107% kg.m?

Si linduction de l’aimant A est supprimée, il faut ajouter au couple
— (Mga + JLZ sin 0), le couple JNbB, cos 0 di & la composante horizontale B,.

On en déduit que le pendule est dévié vers le nord (fig. 83 ¢) de I’angle 0
défini par la relation
tor § — JAbB,
=} - 1 an rr?
Mga + Moz
d’ol

b = 79 42,
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Exercice 16. — Un petit aimant droit, portant un miroir plan perpendiculaire
a [’axe magnétique de I’aimant, est suspendu 2 un fil de quartz. Le moment magnétique
Jb de I'aimant est horizontal. L’autre extrémité du fil de quartz est fixée sur un béti
mobile autour d’un axe vertical. Un cercle divisé muni d’un vernier permet de mesurer
les rotations du biti. On vise le miroir a I’aide d’un dispositif (lentille autocollimatrice)
solidaire du béti qui indique I’instant ol I'axe de ce dispositif est perpendiculaire au
plan du miroir.

Io On régle I'appareil de telle sorte que la torsion du fil de quartz soit nulle et
que l'axe du dispositif de visée soit perpendiculaire au plan du miroir lorsque ['axe
de I'aimant coincide avec le méridien magnétique, Partant de la position précédente,
on tourne le biti d’un tour complet dans le sens direct. On crée ainsi un couple de
torsion qui fait tourner I’aimant (on suppose que dans cette rotation [’aimant ne tourne

que d’un angle inférieur ;‘1% ) . On continue a tourner le bdti jusqu’a ce que l'axe du

dispositif de visée soit de nouveau perpendiculaire au miroir, ce qui a lieu aprés une
rotation totale du biti égale 2 2= 4 . Soit B la composante horizontale de I’induction
terrestre et C la constante de torsion du fil de quartz. Ecrire la relation qui lie /b, C
B et 5.

Montrer que si B devient trés petit, la mesure n'est plus possible. Quelle est la
plus petite valeur de B mesurable avec cet appareil?

20 On suppose que le réglage initial n’a pas été effectué exactement : I'axe du
dispositif de visée étant perpendiculaire au miroir, I’aimant fait un petit angle « avec
le méridien magnétique et le fil de quartz est tordu d’un angle résiduel §.

Ecrire la relation qui lie Jb, B, o et B. On tourne le biti d'un angle 2= + ¢, dans
le sens direct, puis d’un angle — (2= + ¢,) dans le sens rétrograde de fagon a placer
chaque fois I'axe du dispositif de visée perpendiculairement au plan du miroir. Etablir
les relations qui lient Jlb, B, C, « et {§ respectivement a g, et c,.

3o On pose
1

e=—(p1—9a) et o=—(p +

o o)

-

écrire la relation donnant B en fonction de b, C, ¢, a et :.

Calculer « en fonction de o et de ¢.

Le réglage initial étant supposé défectueux, calculer en fonction de« et de o 'erreur
relative que I’on commet en calculant B 4 I'aide de la formule trouvée au l°, ol ¢ est

| : .
la moyenne?(:‘:1 + ©,) des deux mesures faites au 2°. Discuter,

1° Le dispositif de visée tournant avec le bati, la torsion du fil est égale a 2=,
PPaxe magnétique de l’aimant fait 1’angle ¢ avec la composante horizontale de
I’induction magnétique terrestre. La condition d’équilibre s’exprime par

(1) JbB sin ¢ — 2xC = o.
La mesure n’est possible que si sin ¢ < 1, c’est-a-dire si

onC
Mo

B > BJTI =

29 La condition d’équilibre correspondant 4 la position initiale est.
(2) JAbB sin ¢ — Cf = o.

Pour la premiére mesure (rotation du biti dans le sens direct) -I’aimant
fait I’angle o, 4+ o avec le méridien magnétique et la torsion du fil est 2= 4 B.
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La condition d’équilibre est dans ce cas

(3) MbB sin (9, + o) — C(2x + p) = o.

Pour la seconde mesure (rotation du bati dans le sens rétrograde) I’aimant
fait I’angle — (9, — «) avec le méridien magnétique et la torsion du fil est
— (27 — (). La condition d’équilibre est alors

(4) AbB sin (9, — a) — C(2x — B) = o.

3° Additionnons les relations (3) et (4) membre 4 membre; on a

AbB[sin (¢, + «) + sin (9, — )] — 4=C = o,

d’ou

(5) ALB sin g cos (z + a) = 2=C,

Lorsque « tend vers zéro, § tend aussi vers zéro, ¢, et ¢, tendent vers ¢ et ¢
tend vers zéro; par suite cos (¢ + a) >~ 1 —cea et (5) s’écrit

(6) JAbB(1 — ea) sin 2 = azC.

Compte tenu de la relation (2), les relations (3) et (4) donnent par soustrac-
tion membre a membre

sin (; + a) — sin (p, — @) = 2 sin a,
sin (« 4 €) cos ¢ = sin a.
(¢ 4+ €) cos 9 ™~ a,
d’olr
— . _COsp
1—coso
La relation (6) donne

B — 27:(] I
dbsing 1 — ea

~ B'(1 + ¢a),

B’ étant la valeur calculée a partir de (1).
L’erreur relative commise en prenant B’ au lieu de B est

B—B 5 cCOSo |
—— =fa = qaf-—-—"T——3
B I —cCcoso

elle dépend de o, donc de 'ordre de grandeur de B. Si B, supérieur 4 B pour

étre mesurable, en est cependant voisin, ¢ est voisin de —— et cos o est petit;

(2
-

Ierreur relative commise est petite par rapport a a2, il n’est alors pas nécessaire
que le réglage initial soit trés précis. Par contre, lorsque B devient grand par
rapport & B, o devient petit et 1 — cos ¢ également; le facteur de a2 devient
de plus en plus grand, pour que Perreur relative soit tolérable il faut que le
réglage initial soit trés précis.

Par exemple, pour une valeur de B telle que cosg =
@ = 30’ == g.107%rd,

et pour

0 |-

¥
B5—5 _ 8 405
B’
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CHAPITRE X

LES VECTEURS AIMANTATION
ET EXCITATION MAGNETIQUE.
RELATION FONDAMENTALE
DES MILIEUX MAGNETIQUES

10-1. Vecteur aimantation en wun point d’'un milieu
aimante.

Considérons, autour d’un point P pris a lintérieur d’un aimant
permanent, un volume dv trés petit & I’échelle macroscopique, volume
qui constitue une trés petite particule aimantée de moment magnétique

4.

Par définition, le vecteur

cst le vecteur aimantation au point P.

dv est infiniment petit a ’échelle macroscopique mais il est cependant
trés grand par rapport aux volumes d’encombrement des atomes ou des
molécules. On exprime ce fait en disant que ’aimantation est une grandeur
macroscopique ou nivelée.

Comme le vecteur moment magnétique, le vecteur aimantation est
un vecteur axtal. Son module J est [’intensité d’aimantation ou plus simplement
laimantation au point P.

Les dimensions d’'un moment magnétique étant

[Wb] =IS = IL?,

celles de ’aimantation sont
[J] = IL-L
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Dans le systéme S.l. ’aimantation s’exprime en ampéres par métre
(A.m™1), i

Comme l’aimantation est supposée rigide, le vecteur J n’est pas
modifié par des actions magnétiques extérieures ou intérieures a I’aimant.
L’état d’aimantation est donc déterminé par la connaissance du vec-

teur aimantation en chaque point. Le moment magnétique u\[{o de I’ai-

mant est la somme vectorielle des vecteurs d:ﬁa, somme étendue au

volume V de ’aimant :
ﬁ = f f v?dv.

Nous pouvons considérer des lignes et des tubes d’aimantation dans
le milieu magnétique.

10-2. Conception ampérienne d’un milieu aimanté.

Considérons (fig. 84) un point P dans un milieu aimanté, point ou
passe une ligne d’aimantation
qui est ’axe d’un tube élémentaire
d’aimantation dont les dimensions
de la section 425 sont infiniment
petites par rapport a sa longueur
dl, elle-méme infiniment petite du
premier ordre. Le volume de ce
tube est

U
d

d* = dld>S

et son moment magnétique

Fic. 84.

2o = Fd2 — Fdas.

Nous supposons qu’au voisinage du point P les ampériens forment un
long solénoide de longueur dl comportant ndl spires; le moment
magnétique de ce solénoide est celui du volume 42, par suite son
module est

d?Wo = nl, dld®S = nl, d%.

Le vecteur dzj[f,, tangent a la ligne d’aimantation, a la direction et le
A
sens de J, et 'on a donc

3:d2ﬁ A

= nl,u,
d?v




VECTEURS AIMANTATION ET EXCITATION MAGNETIQUE 133
A
u étant le vecteur unitaire sur la ligne d’aimantation. D’otl1, en module,

J = nl,.
Or

A A A
By = ponla = p,yd

est 'induction produite au point P par le solénoide ampérien local que nous
venons de définir. Nous avons donc

A
i

A
J = = nlu,
"o

relation qui montre que :

- . - - Ll . q
Le vecteur aimantation est le quotient par p, de Iinduction magnétique B,

produite par le seul solénoide ampérien local.

Nous sommes ainsi conduits a considérer que dans un milieu aimanté
les ampériens sont répartis en longs solénoides dont les axes sont les

lignes d’aimantation. La variation du module de 7 se traduit, le long
d’une telle ligne, par un tassement plus ou moins grand des ampé-
riens, ceux-ci étant d’autant plus serrés que l’aimantation est plus
intense (J est proportionnel au nombre n d’ampériens par unité de
longueur).

10-3. Induction magnétique a lintérieur d’'un milieu
aimanté. Conservation du flux d’induction ma-
gnetique.

Les ampériens étant dans le vide, nous pouvons leur appliquer les
lois de I’électromagnétisme du vide et en particulier la loi de Biot et
Savart pour le calcul de l'induction magnétique en un point.

En un point extérieur a I’aimant, la définition de ﬁ, qui résulte de
la loi de Biot et Savart, peut étre étayée par une expérience réalisable
en plagant au point d’essai un corps d’épreuve, par exemple un magné-
tometre. Cette opération devient purement fictive a 'intérieur de ’ai-
mant. Nous n’en continuerons pas moins & considérer que :

L’induction magnétique en un point P dans le milieu aimanté est, eomme
en un point extérieur, la résultante des inductions élémentaires produiles par un
ensemble d’ampériens dans le vide.

Or une conséquence essentielle de la loi de Biot et Savart est que le
vecteur induction dérive d’un potentiel-vecteur et que le flux d’induction
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magnétique est conservatif; cette conservation subsiste en présence de
matiére aimantée, ensemble d’ampériens dans le vide, comme en présence
de courants réels dans le vide. Par suite :

Dans tous les cas, le flux d’induction magnétique a travers une
surface fermée quelconque est nul; en un point quelconque dans un
milieu aimanté aussi bien que dans le vide, la divergence de I’induction
magnétique est nulle,

div B — 0.

F g0 2 .
10-4. Excitation magnetique H. Relation fondamentale
du magnétisme.

En présence d’un aimant, la circulation de I’induction le long d’une
courbe fermée I' entiérement dans
le vide est nulle puisque I' n’enlace
aucun courant.

Supposons maintenant (fig. 85)
que I' coupe la matiére aimantée
le long du trajet partiel MM'.
D’apres le théoréme d’Ampére la

Fic. 8s.

circulation de B est égale au
produit par p, de la somme des intensités des ampériens enlacés.
Cette somme dépend donc du parcours dans la matiére aimantée,
par suite :

La circulation du vecteur induction magnétique n’est pas conser-
vative le long d’un parcours qui pénétre dans un milieu aimanté.

Nous allons montrer que le vecteur induction magnétique B est la
somme de deux vecteurs dont ’'un a une circulation conservative. Dans
ce but, séparons les ampériens du milieu en deux groupes relatifs a
un point P du milieu aimanté. Le premier groupe, le groupe local, comprend
les ampériens du solénoide ampérien local, le second est formé de tous les autres
ampériens; nous Uappelons le groupe extérieur a P.

Nous avons vu que le groupe local produit I'induction

By = py.

Soit B; I'induction produite par le groupe extérieur a P et posons

A

B, = u H

bl
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de facon que H ait les mémes dimensions que J; nous avons

(1) B = p(H 4 7).

Par définition, H est le vecteur excitation magnétique au point P.
Comme P'aimantation, H s’exprime en ampéres par metre (A.m~—1).
Convenons d’appeler excitation une grandeur dont les dimensions sont
celles d’une induction divisée par p, autrement dit d’une intensité
électrique divisée par une longueur, un vecteur excitation étant un

vecteur axial au méme titre que B. Nous voyons que 'aimantation J
peut étre considérée comme l'excitation locale due aux ampériens du
solénoide ampérien local, alors que I’excitation magnétique H est pro-
duite par les ampériens extérieurs a P.

La relation fondamentale (I) exprime que I’induction au point P

est le produit par s, de la somme vectorielle de deux excitation ,
= |

Pexcitation magnétique H et I’excitation locale représentée par le

oA
vecteur aimantation J.

Cette relation et la définition de I’excitation magnétique H restent
valables lorsque le point B est a I’extérieur de I’aimant : on a alors J = o

et ﬁ = gkl

10-5. Conservation de la circulation du vecteur exci-
tation magnétique.

Reprenons le calcul de la circulation du vecteur induction le long
d’une courbe fermée I'. Si celle-ci est entiérement dans le vide, c’est-
. 0 < 3. = - b~ " |
a-dire extérieure & I’aimant, la circulation de B, égale a celle de p,H, est

nulle.
Supposons que T" traverse ’aimant le long du parcours partiel MM’
. —~ — e
et considérons un déplacement élémentaire PP’ = ds dans la matiére

. T . A
aimantée, la circulation élémentaire de B est
A —> [ A —>
dC = B.ds = pH.ds 4 poJ .ds.

Or le terme p.oﬁ est 'induction produite en P par I’ensemble des
ampériens non compris ceux qui limitent le volume d% = d°S.dl,
autrement dit, ce terme correspond a I'induction produite par I’aimant
au point P placé dans un volume d®v extérieur a la matiére aimantée. Par

—_—
suite le premier terme de d€ correspond & un parcours élémentaire ds
n’enlagant pas d’ampériens.
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L’intégrale Po H.ds

MM’

est donc relative a un parcours MM’ dans le vide; par suite la circu-

. \_z -
lation du vecteur H relative au parcours fermé I', n’enlagant pas d’ampé-
riens, est nulle :
A —
fﬁ H.ds = o.

" . . (]
Quant a la circulation du vecteur pgd,

A —

N = A —
$oved &5 = [ wT &5 = [ unlin.ds,

non seulement elle n’est pas nulle mais elle dépend du trajet suivi dans
la mati¢re aimantée entre les points M et M'. Ainsi :

. - b=l L3 - -
La circulation du vecteur j»,J, et par suite cellede I’induction, ne
sont pas conservatives, alors que la circulation du vecteur excitation
magnétique est conservative.

Le vecteur excitation magnétique ainsi défini par la relation vectorielle

H_3B_ ¥
o

dérive donc d’un potentiel scalaire & détermination unique; il est la différence
géométrique de deux vecteurs qui, ni 'un ni ’autre, ne dérivent d’un
potentiel.

10-6. Le théoréme d’Ampére en général. Equation de
Maxwell-Ampere.

Nous avons jusqu’ici supposé que nous ne disposions que d’un ai-
mant dans le vide. Considérons maintenant d’une fagon plus générale
un systéme formé d’aimants et de circuits linéaires parcourus par des
courants (réels) d’intensités I,, I,, ..., en présence dans le vide.

LB . A %
En dehors de la matiére aimantée le vecteur H est égal au vecteur

- - - = A . » -
E, par suite la circulation de H, comme celle de B, est bien définie;

0
elle est égale a XI correspondant aux courants enlacés. Le théoréme
d’Ampeére n’est plus applicable au vecteur induction lorsque le parcours
fermé I' traverse de la matiére aimantée puisqu’il devrait tenir compte
des ampériens enlacés. Par contre, la circulation du vecteur excitation

- ~A - Ll
magnétique H correspondant a un trajet en dehors des ampériens,
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le théoréme d’Ampéere lui est applicable en tenant compte des seuls
courants réels.

Ainsi, le théoréme d’Ampére n’est pas valable en général pour le
vecteur induction, il est par contre tout a fait général pour le vecteur
excitation :

La circulation du vecteur excitation magnétique le long d’un trajet
fermé quelconque est égale & la somme algébrique des courants enlacés
par ce trajet,

$ H.& =31

Cette relation conduit a I’équation de Maxwell-Ampére (6-4)
rot H = J,

relation locale valable aussi bien dans les milieux magnétiques que dans
le vide,

Remarquons que dans la relation fondamentale du magnétisme (10-4),
le terme p,uﬁ est la somme géométrique de I'induction B, produite par
les ampériens extérieurs au point P et de toutes les inductions provenant
de l’existence dans le systéme de courants réels et d’autres aimants.
Il en résulte qu’en un point pris a 'intérieur d’un aimant, I’excitation
magnétique est la résultante de P’excitation magnétique produite par
I’aimant considéré et du quotient par p, de l'induction magnétique
produite par les courants et les autres aimants (pour lesquels le point P
est un point extérieur).

10-7. Non-conservation du flux d’excitation magnétique.

Le flux d’induction magnétique est toujours conservatif, celui de
Paimantation ne l'est évidemment
Nord  pas en général. Si l'on considére
une surface fermée X coupant la
matiére aimantée (fig. 86), le flux
|7 de J n’est pas nul, et par suite,
5 en vertu de la relation fondamen-
tale du magnétisme :

Le flux du vecteur excitation
magnétique n’est pas conservatif.

Frc. 86. En résumé, dans le cas le plus

général :
Le flux du vecteur induction magnétique est conservatif mais sa
circulation ne I’est pas (le vecteur B ne dérive pas d’un potentiel).
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Le flux du vecteur excitation magnétique n’est pas conservatif
mais sa circulation est conservative (le vecteur H dérive d’un potentiel).

Dans le cas particulier ou le systéme envisagé ne comporte que des
courants linéaires dans le vide (ou l’absence d’aimants) on a en tout
point de I’espace

G

A .
les flux et les circulations des deux vecteurs B et H sont conservatifs.

10-8. Aimantation uniforme. Aimant solénoidal.

L’aimantation d’un domaine aimanté est uniforme si le vecteur
- - \—z A - - - -
aimantation J est le méme en tous les points; les lignes d’aimantation
sont alors des droites paralléles.

I1 est facile de se rendre compte que [’aimantation d’un aimant solénoidal
est uniforme; son module est (9-4, 2°)

¥ = d21b _ d b _ b
d2v dv Vv

.

Placé dans un champ magnétique uniforme un aimant solénoidal
est soumis a un couple d’axe

¥ — AT = VIAT.

0, et 6, pouvant étre aigus ou obtus, le module de I'induction en
un point P de ’axe extéricur ou intérieur a ’aimant a pour expression

algébrique (fig. 8%)
1 b
2 V

B = é ol (cos 6, — cos 04).

B = % vonl (cos 0, — cos 0,) = (cos 0, — cos 0,),

L’induction ne subit pas de discontinuité dans la traversée d’une
face terminale de I’aimant.

Déterminons maintenant I’excitation magnétique en un point de
I’axe; en un point extérieur a I’aimant

(1) HEZEZLJ(Cosez—COSOI)>O,
o 2
en un point intérieur,

(2) HI:—E—-—J=—J[I—%(cosez—cosol)]<o.
o
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Les expressions (1) et (2) appellent les remarques suivantes :

10 L’excitation magnétique varie d’une fagon discontinue & la traversée des
Jaces de I’aimant,

d

-——— ——

B
o

oo /
R\r

"%
H
Fic. 87.
A travers la face sud <01 — Z), du vide vers I'aimant, H passe de
HE:%JCOSG’>O a HIZ-—J(I—%COSGI)<O,

la discontinuité est — J.
A travers la face nord, de I’aimant vers le vide, H passe de

H, —

J[I-——I—JCOS (}’|]<0 a H, = -1 Jlcos 0|,
2 2

la discontinuité est -+ J. La somme des deux discontinuités est nulle.
Remarquons qu’en un point de la région centrale d’un aimant
solénoidal trés long on a

B=yp,J et par suite H = o.

29 A Dextérieur de I’aimant (J = o), H est proportionnel a B, on a
A p ] . . ! ’ ] ]
B = p,H. Par contre, & lintérieur (J = Cte =%~ 0), H, est négatif; il
est donc dirigé en sens inverse de B et de J, on dit que [’excitation est
démagnétisante :

A l’intérieur d’un aimant solénoidal dans le vide (en I’absence de
courants réels) ’excitation magnétique est démagnétisante, autrement
dit dirigée en sens inverse de I'aimantation.
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B

Les courbes de la figure 87 représentent les variations de J, de — et
de H le long de l’axe. Po

Remarquons que, B passant par un maximum au centre de I’aimant,
la valeur absolue de H passe par un minimum en ce point (ce minimum
est nul dans le cas d’un aimant trés long), elle est maximale aux extré-
mités de ’aimant. A D’extérieur de ’aimant, ot la considération de

Pexcitation magnétique ne présente plus d’intérét, H varie comme B
puisqu’elle lui est égale. Ho
3° Le long du trajet fermé allant de ¥ = — w0 ax = 4 oo, la cir-

cnlation de H est égale a celle de E, soit J [, diminuée de la circulation
Ho
de J le long de I’aimant, soit J / également; la circulation I le long de I’axe

est nulle.

Si enfin nous considérons deux surfaces infiniment voisines de part
et d’autre d’une face terminale, la continuité de B entraine la conser-
vation du flux d’induction alors que la discontinuité de H entraine la
non-conservation du flux d’excitation magnétique.

En résumé nous avons retrouvé dans le cas idéal d’un aimant solé-
noidal les résultats essentiels relatifs, dans le cas général, aux propriétés

A A
des vecteurs B et H.

10-9. Aimant torique sans et avec entrefer.

1° Aimant torique sans entrefer.

Considérons un aimant ayant la forme d’un tore (fig. 88). Nous
supposons que le rayon p du cercle
générateur est petit par rapport au
rayon R du cercle lieu des centres,
de sorte que l'on peut admettre
que le vecteur aimantation, nor-
mal & une section S en tout point,
a un module J constant. Par un
procédé semblable a celui que nous
avons employé dans le cas d’un
aimant solénoidal (9-4, 2°) on éta-
blit que I’ensemble des ampériens
équivaut ici & une bobine torique
dans le vide, comportant

Fic. 88. N = oz Rn = n/

spires réguliérement réparties (n spires par unité de longueur) et par-
courue par le courant fictif I,
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L’induction en tout point extérieur a ’aimant est nulle; il n’est
pas possible de réaliser un spectre magnétique : le fore est un aimant sans
pbles. A Tintérieur, les lignes d’aimantation et les lignes d’induction
sont des cercles qui ont pour axe commun ’axe de révolution du tore;
celui-ci constitue un tube d’induction a lintérieur duquel toutes les
lignes d’induction sont canalisées.

Dans les conditions que nous avons précisées (p petit par rapport

A

a R), le module de B peut étre considéré comme constant, égal & sa
valeur en un point du cercle moyen de longueur / de la bobine torique
équivalente :

N

B = ponl, = p, _Z—Ia’

valeur que nous obtenons aussi bien par application du théoréme d’Am-

A

pére au vecteur B en tenant compte des courants fictifs enlacés :
o
By — N

Yo

La circulation du vecteur cxcitation magnétique H le long du méme
parcours fermé de longueur [/ est nulle en I’absence de courants réels
enlacés (rappelons que l'application du théoréme d’Ampeére & H ne
fait pas intervenir les ampériens enlacés). Par suite H est nul en tout

point et l'on a
B = po(H + J) = pod = ponl..

Nous avons donc
J == Bl, ct B = ;J.OJ,

de méme que dans la région centrale d’un aimant solénoidal trés long
ou H = o.

Quant au flux d’induction, sa valeur, constante dans toutes les
sections, est

$ = BS = pJS.

2° Aimant torique avec entrefer.

Pratiquons un étroit entrefer dans I’aimant, et pour cela enlevons
une tranche de mati¢re de section S et d’épaisscur e. Cette opération
revient & supprimer tous les ampériens de cette tranche, autrement dit

Y

encore, a retrancher

N' =—N

]
[

spires de la bobine torique équivalente. Supposons que I'épaisseur de
la coupure, tout en étant finie, soit suffisamment réduite (¢ petit par
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rapport a [ et N’ petit par rapport a N) pour que les positions des ampé-
riens restants, et par suite ’aimantation J, demeurent inchangées.

Nous obtenons ainsi un aimant possédant deux plages polaires nord
et sud (fig. 88) entre lesquelles il est possible de mesurer I'induction et de
réaliser un spectre magnétique. Dans les conditions restrictives que
nous avons précisées, les lignes d’induction conservent leur forme pri-
mitive; elles restent canalisées, méme dans ’entrefer, a I’intérieur de la
surface ¥ limitative du tore, 'induction restant nulle a I'extérieur de X.
On exprime ce fait en disant qu’il n’y a pas de fuites magnétiques hors
de Z.

Le module de I'induction garde a Pintérieur de ¥ une valeur cons-
tante B’ légérement inférieure & B :

B’ =<I—%—>B=<I——§—>B= (I—%) [J,UJ;

le flux d’induction a travers une section devient

' =(1—2 0.
) ( )

Quant a lexcitation magnétique, qui était nulle en ’absence d’entrefer
elle est devenue :

a) Dans Uentrefer, donc dans le vide,

HE:: B, :(I—-i)i:([——i):j,
Yo [ o 4

ou son sens est celui de B’ (et de J).

b) Dans [’aimant,

< =(1 ﬁ£>£_ PN |

L’excitation est démagnétisante, son module étant d’autant plus
petit que l'entrefer est plus étroit.

Les résultats précédents ne sont que grossierement approchés lorsque
Pentrefer est large, ils deviennent méme faux lorsqu’il devient trés
large comme dans le cas d’un demi-tore ou d’un aimant en U. L’exci-
tation magnétique, dirigée en sens inverse de I’aimantation a 'intérieur
de P’aimant, donc démagnétisante, devient alors trés importante.




CHAPITRE XI

AIMANTATION INDUITE

11-1. Classification des substances au point de vue
magnétique. Deéfinitions.

Nous avons jusqu’ici supposé l’aimantation acquise et rigide; en
fait, le nombre de substances susceptibles d’étre aimantées d’une fagon
permanente est trés restreint. Tous les corps placés dans une induction
magnétique produite par des courants ou par des aimants permanents
s’aimantent; le fait est absolument général : c’est le phénomeéne de
laimantation induite. Le plus souvent l’aimantation s’annule avec la
cause qui I’a produite.

Au point de vue magnétique les corps peuvent étre classés en deux
catégories :

1° Au premier groupe appartiennent la plupart des substances qui
se comportent sensiblement comme des milieux magnétiques parfaits.
Si ’on place une telle substance, supposée homogéne, dans le vide ol

préexiste une excitation magnétique H, par exemple a Pintérieur d’un
long solénoide ot H = nl, elle s’aimante, et le vecteur aimaniation a le
méme support que le vecteur excitation magnétique et son module est proportionnel
a Paimantation.

Cette propriété de définition se traduit par la relation

J = yH,

dans laquelle la grandeur vy est la susceptibilité magnétique de la substance.
Constante pour un milieu magnétique parfait déterminé, la susceptibilité
magnétique est une grandeur non dimensionnée (on dit aussi une cons-
tante vraie) puisque I’aimantation et I’excitation magnétique sont des
grandeurs de mémes dimensions.

On est conduit a distinguer les corps diamagnétiques, dont la

o eqea s . T .
susceptibilité magnétique est négative, J et H ayant des sens inverses, et
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les corps paramagnétiques, pour lesquels elle est positive, T etH ayant
le méme sens. Dans les deux cas y est trés faible, autrement dit ces sub-
stances ne s’aimantent que trés faiblement. La propriété magnétique de ces
milieux étant trés peu marquée, elle n’intervient pratiquement pas
dans la technique; par contre, elle présente un intérét théorique extrémement
important, -

A . . » .
Les vecteurs J, H et B, obéissant a 1’équation fondamentale
A

A
B
A ~A

B = po(J + H),

sont colinéaires.

La susceptibilité magnétique étant toujours trés petite, J est négli-
geable par rapport 2 H en premiére approximation, de sorte que la
relation approchée

A
B~ poﬁ

est la méme que dans le vide.
La relation fondamentale dans sa forme rigoureuse peut encore
s’écrire P _ _
B = py(r + n)H = popH.

Par définition la grandeur sans dimension p. = 1 -} 7 est la per-
méabilité magnétique relative du milieu; comme y, elle est constante pour un
milien magnétique parfait déterminé. Remarquons que sa valeur est
peu différente de I'unité, inférieure a 1 pour les substances diamagné-
tiques (y <C 0), supérieure a 1 pour les substances paramagnétiques

(x > o).

20 Le second groupe comporte un nombre relativement restreint
de substances comprenant le fer; c’est celui des corps ferromagnétiques.
Le premier caractére le plus saillant des corps ferromagnétiques est
leur propriété magnétique trés accusée, le second est que leur aimanta-
tation n’est plus liée fonctionnellement & P’excitation et a I’induction,
mais dépend des traitements magnétiques antérieurs subis par I’échan-
tillon considéré; autrement dit, si ’on peut encore parler de suscepti-
bilité et de perméabilité relative, ces grandeurs ne sont plus des constantes
caractéristiques d’une substance : les corps ferromagnétiques ne constituent
pas des milieux magnétiques parfaits.

11-2. Remarques au sujet de la rationalisation.

Nous avons constamment utilisé le systéme S.I. rationalisé; les
considérations suivantes ont pour but de mettre en évidence les avan-
tages de la rationalisation.
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La non-rationalisation se traduirait par le remplacement de -0
par po dans toutes nos formules, dans le systéme S.I. 4

—O—P‘ —— p_"; = I(}_?.
47w

Il est facile de voir, en se reportant & la formule d’Ampére et aux
formules de Biot et Savart et de Laplace, que les unités d’intensité élec-
trique, d’induction magnétique, de moment magnétique, ..., ne sont
pas affectées par la rationalisation.

L’unité d’intensité d’aimantation reste la méme puisqu’elle exprime
un moment magnétique par unité de volume. C’est en fait la définition
de Dexcitation magnétique H qui justifie la rationalisation.

En effet, si nous utilisons la loi de Biot et Savart non rationalisée

Eﬁ _ p.éldl A u

2
Pinduction dans un solénoide trés allongé a pour expression
B = gzpond,
et P’excitation magnétique,
H' = 4=nl = 4=H.

Alors que la rationalisation permet une définition irés simple de lunité
d’excitation magnétique, qui est la méme gque lunité d’aimantation, a savoir
ampére par métre, la non-rationalisation conduit a définir une unité

différente d’excitation, faisant intervenir le facteur
4=

Dans le systéme S.I. non-rationalisé Punité d’excitation vaut - ampére
4w
par métre au lieu d’un ampére par métre dans le systéme S.1. rationalisé.

La non-rationalisation présente donc le trés grave inconvénient
d’utiliser deux unités différentes pour deux grandeurs de méme affinité,
I’intensité d’aimantation et I’excitation magnétique. Si nous représen-
tons par des lettres primées les grandeurs affectées par la rationalisa-
tion nous avons

B — pi(E' + 4=) = Z_g_ (H' + 4=3).

Par suite, si nous conservons la définition de la susceptibilité
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nous avons

ny — = I

L = 474 >
la susceptibilité a donc des valeurs différentes, elle est affectée par la
rationalisation. Par contre, comme

B = po(H' + 4=J) = po(H + J)
= woH'(1 4 47y") = poH(1 4 %),

et podl’ = p I,
il vient p=1I+y=1-4 4ny = p'.

Par suite :

La perméabilité magnétique relative a la méme valeur dans tous les systémes
d’unités, rationalisés ou non-rationalisés.

I. — DIAMAGNETISME ET PARAMAGNETISME

11-3. Corps diamagnétiques.

Rappelons les caractéres essentiels du diamagnétisme :

Un corps diamagnétique placé dans une excitation magnétique
s’aimante trés faiblement en sens inverse de I’excitation, sa suscepti-
bilité est donc négative; I’intensité d’aimantation est proportionnelle
a P’excitation.

La plupart des substances sont diamagnétiques : les métalloides
sauf 'oxygéne, certains métaux comme le cuivre, le plomb, ’argent,
Por, la grande majorité des sels métalliques et des composés organiques.
Leur susceptibilité (comme dans le cas des corps paramagnétiques) se
détermine par des mesures de forces agissant sur un volume de substance
placé dans une excitation trés intense non uniforme. Variable dans de
larges limites suivant les corps, elle est de I'ordre de 107°; donnons-en
quelques valeurs (dans un systéme non-rationalisé il faudrait les diviser

par 4=) :

Bismuth : — 1,5.107% Carbone (graphite) et cuivre : — 1078
Eau : — 8,6.107% Alcool : — 7,5.107¢
Azote: —6.107°

On est conduit a définir la susceptibilité massique par la relation

AT |

m ?

3
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dans laquelle p est la masse volumique. L’expérience conduit au résul-
tat suivant :

La susceptibilité massique de presque tous les corps diamagnétiques est indé-
pendante de la température et de Iétat physique.

11-4. Corps paramagnétiques.

Rappelons les caractéres essentiels du paramagnétisme :

Un corps paramagnétique placé dans une excitation magnétique
s’aimante trés faiblement dans le sens de I’excitation, sa susceptibilité
est donc positive ; I’intensité d’aimantation est proportionnelle a I’exci-
tation.

Le nombre de corps paramagnétiques est assez restreint; ’oxygéne,
certains métaux, comme I'aluminium et le platine, sont paramagné-
tiques. Leur susceptibilité, toujours pectite, varie beaucoup suivant les
substances; donnons-en quelques valeurs a 18 °C :

Aluminium : 2.1075, Chlorure ferrique : g3.1073,
Oxygeéne : 2.107%

La susceptibilité massique des corps paramagnétiques augmente quand la
- - - L3 b
lempérature s’abaisse; elle obéit en premiére approximation a la loi de

Curie :
vml = Cte,

ou T est la température absolue; la constante est la constante de
Curie.

La loi de Weiss-Curie
Z,,,(T — @) = Cte,

ot ® est une température absolue appelée point de Curie, est plus
précise.

11-5. Théorie sommaire du diamagnétisme et du para-
magnétisme.

L’emploi des ampériens courants fictifs a I’échelle macroscopique,
a constitué jusqu’ici une méthode de travail pour I’étude du magné-
tisme. Pour interpréter les phénoménes d’aimantation on peut aller
plus loin en considérant les ampériens comme des courants intra-ato-
miques ou courants particulaires. Nous admettons que tout se passe
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comme si les électrons périphériques de ’atome étaient en rotation conti-
nue autour du noyau, ce mouvement équivalant & un courant circulaire
en sens inverse.

Considérons tout d’abord le cas du diamagnétisme, qui est le cas
normal. Supposons que toutes les orbites électroniques soient dans des
plans paralléles. Un électron constituant un ampérien est soumis & une
force centripéte f = mw2R; statistiquement, la moitié des électrons
tournent dans un sens, 'autre moitié dans le sens inverse, de sorte que
le moment magnétique de I’ensemble des atomes est nul a I’échelle
macroscopique : le milieu n’est pas aimanté.

Créons une induction B normale aux orbites; de ce fait un électron
est soumis a une force radiale ¢ qui se retranche ou s’ajoute a f suivant
le sens de la rotation; autrement dit les électrons sont retardés ou accé-
lérés par la présence de B. On démontre que le rayon R de I’orbite
n’est pas modifié. Des deux catégories d’électrons, les uns tournent
plus lentement, ceux pour lesquels

J— ¢ = mw'?R,
les autres plus rapidement (0" > ©’), ceux pour lesquels
S+ o = mw"R.

Aux premiers correspondent une intensité d’ampérien et un moment
magnétique plus grands, aux seconds une intensité et un moment magné-
tique plus petits. On démontre que le moment magnétique dJlb = J dv
n’est plus nul, autrement dit que le milieu est aimanté, et que ’aiman-
tation, dirigée en sens inverse de B, est proportionnelle & B.

Les phénomeénes ne sont toutefois pas aussi simples puisque, par
suite du désordre moléculaire, il y aurait lieu de tenir compte des orien-
tations des orbites; les résultats que nous venons d’exprimer demeurent
cependant corrects. Le mécanisme du phénomene est donc intérieur
a ’atome, aussi le diamagnétisme n’est pas influencé par Uagitation thermique:
il ne dépend pas de la température.

Nous venons de voir que le diamagnétisme correspond a une compen-
sation entre les moments magnétiques des orbites et que par suite le
phénomeéne résulte uniquement d’une variation de vitesse des électrons
sur leur orbite. Pour expliquer le paramagnétisme, il faut admetire que chaque
atome ou molécule posséde un moment magnétique permanent qui peut étre di
au mouvement orbital des électrons ou a leur rotation sur eux-mémes
(moment de spin).

En Pabsence d’induction, le moment magnétique moyen (et par
suite aimantation) est nul en raison du désordre moléculaire; si celui-ci
n’intervenait pas, une induction B orienterait tous les moments indi-
viduels paralléelement a B et dans le sens de B. Malgré cette géne I’action
de l'induction se traduit par 'apparition d’un moment magnétique
moyen dans le sens de B; la substance est aimantée dans ce sens, c’est le
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paramagnétisme, qui correspond & un état statistiquement stationnaire.
L’intensité d’aimantation est d’autant plus grande que l’induction
magnétique agissante est elle-méme plus intense, le diamagnétisme se
trouvant complétement masqué. L’agitation thermique contrarie I’orien-
tation des moments, de sorte qu'une élévation de température, en aug-
mentant cette géne, diminue ’aimantation.

L’étude expérimentale du paramagnétisme permet la mesure des
moments magnétiques permanents et contribue 2 nous renseigner dans
le domaine de la physique atomique.

II. — FERROMAGNETISME

11-6. Géneéralites.

Les substances ferromagnétiques sont caractérisées par les valeurs
trés élevées que peut prendre leur aimantation mais aussi par le fait

A A ~A
que les vecteurs H, J et B ne sont plus liés par une relation et encore

bien moins par une relation de proportionnalité entre J et H comme
pour les corps dia et paramagnétiques. Les phénoménes d’aimantation
induite persistent plus ou moins aprés la suppression de l’excitation
magnétique et le comportement de la substance dépend non seulement des conditions
actuelles dans lesquelles elle est placde, mais aussi de tous les traitements antérieurs
qu’elle a subis. On congoit que I’étude du ferromagnétisme soit trés
compliquée; elle présente cependant un trés grand intérét pratique par
ses importantes applications.

Sont ferromagnétiques un nombre restreint d’éléments parmi les-
quels les trois métaux dits ferromagnétiques : le fer, le nickel et le cobalt,
la plupart de leurs alliages et certains de leurs composés comme la magné-
tite Fe;O, (I’ancienne pierre d’aimant).

11-7. Aimantation d’un barreau cylindrique. Excitation
démagnétisante.

Considérons un barreau cylindrique non aimanté (longueur /, sec-
tion S = zR?2) placé dans le vide. Soumettons-le brusquement a I’action
d’une induction magnétique uniforme B, = 1, H, paralléle a sa longueur,
en langant par exemple un courant dans un solénoide trés allongé au
centre duquel le barreau convenablement orienté est placé.

Dans le cas des substances ferromagnétiques, comme dans celui des
substances paramagnétiques, le barreau s’aimante, I’aimantation ayant
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le méme sens que B,. On peut admettre en premiére approximation, si
R est assez petit par rapport a [, que 'aimant obtenu est solénoidal;

par suite les vecteurs B H et 7 sont colinéaires et liés par la relation
fondamentale

= po(H + 7).

. - p=al - - A L) . -
L’excitation H est la somme de l'excitation H, et de ’excitation
démagnétisante (10-8)

9P =

[1 — (cos 0, — cos 01)]

Dans le cas des substances paramagnétiques (il en serait de méme
pour les substances diamagnétiques en inversant le sens de J) J et D
sont trés faibles, de sorte que I'excitation magnétique i l'intéricur du
barreau est peu différente de H,.

Il en va autrement pour les substances ferromagnétiques, on a alors

H=H, +9,
B = P—u(ﬁo + Ej + 5) = ﬁo -+ Ho(%‘”]‘ j)

L’excitation 9, dirigée en sens inverse de J (et de H,) est donc
Uexcilation démagnélisante; elle est trés petite, sauf au voisinage immédiat
des plages polaires, lorsque R est trés petit par rapport a [ (aiguille);
elle est égale & — J dans un disque trés aplati (/ petit par rapport a R).

Plagons-nous dans le cas du barreau trés allongé. Nous avons alors
sensiblement

A

(1) B = P-o(Ho =+ 3) = P-o(I . '/.)Ho == P'UHHO = P-Boa

comme pour une substance paramagnétique, avec les différences
essentielles suivantes :

10 La susceptibilité - et la perméabilité magnétique p. peuvent avoir des valeurs
élevées (100 et méme 1 0oo par exemple).

20 Ces grandeurs dépendent non seulement de [excitation H, mais aussi
des traitements magnétiques subis par Uéchantillon depuis Iéfat mztzal de non-
aimantation.

De ce fait les définitions de 4 et de p. ont, pour les substances ferroma-
gnétiques, une signification bien différente de celle qui correspond aux
corps dia et paramagnétiques.

Remarquons que, d’aprés les relations (1), nous avons

~A

2 A A
J = yH, = (» — 1)H,,

mais il faudrait bien se garder d’en conclure que l'intensité d’aimanta-
tion est proportionnelle a D'excitation H,.
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11-8. Principe d’une étude expérimentale du ferroma-
gnetisme.
Imaginons que nous ayons mis I’échantillon de substance ferro-

magnétique sous forme d’un
\
k B

barreau cylindrique trés

. allongé et que, ’ayant coupé
s R Ity Y Y

N en son milieu (fig. 8g),
LB ALGY ; . ;
------------------ nous écartions les deux moi-

Fic. 89. tiés de facon a laisser

entre elles un entrefer trés

étroit. Dans la coupure, normale aux lignes d’induction, l’excitation
démagnétisante est négligeable et les formules (1) du paragraphe pré-
cédent sont applicables. Si H, = nl est P’excitation produite par un
solénoide trés long entourant ’échantillon, nous avons, aussi bien dans
I’entrefer que dans la substance au voisinage de la coupure, les relations

B
J = H ; IJ, = I —|— x _ e = ———,
o ’ poHp  ponl

L’étude de ’aimantation par mesure de ¢ et de p peut donc se faire
en mesurant 'induction B dans ’entrefer. On utilise pour cela la balance
de Cotton (T-4) ou bien on déduit B de la mesure du flux d’induction qu’elle
crée dans une bobine plate disposée dans la coupure normalement aux
lignes d’induction (12-8).

On imagine aussi bien que I’échantillon soit mis sous la forme d’un
tore (10-g) dont le rayon p du cercle générateur soit petit par rapport
au rayon R du cercle lieu des centres; un courant I peut étre lancé dans
un fil enroulé réguliérement autour du tore. L’excitation Hj =l
(n étant le nombre de spires par unité de longueur) est alors sensiblement
uniforme dans une section, l’excitation démagnétisante étant nulle
dans ce cas puisque ’aimant n’a pas de pdles. On fait subir & I (et par
suite & H,) de brusques variations et I’on mesure chaque fois la variation
du flux d’induction a travers des spires entourant le tore, cette mesure
s’effectuant a I'aide d’un galvanomeétre balistique ou d’un fluxmeétre.

On peut également pratiquer un entrefer trés étroit ot1 ’on mesure B
comme dans le cas du barreau cylindrique allongé; I’excitation démagné-
tisante n’est pas alors rigoureusement nulle mais peut étre considérée
comme négligeable.

En résumé, l’étude expérimentale du ferromagnétisme utilise des conditions
telles que [Dexcitation démagnétisante soit négligeable ou nulle, et comporte
‘essentiellement la mesure de I'induction magnétique B qui résulte d’une
-excitation magnétique H, = zl.
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11-9. Caracteéristiques de premiere aimantation.

L’aimantation d’une substance ferromagnétique dépendant de ses
états antérieurs, nous allons tout d’abord étudier des échantillons initiale-
ment non aimantés ou désaimantés. Le fer, par exemple, perd ses pro-
priétés magnétiques lorsqu’il est porté a une température supérieure
a 775 °C; on le constate en chauffant un clou au rouge dans un bec
Bunsen : il cesse d’étre attiré par un aimant pour I’étre de nouveau
par refroidissement. Un barreau de fer ayant subi ce traitement est
vierge de toute aimantation. D’une fagon générale, les substances ferro-
magnétiques (Fe, Co, Ni) cessent de I’étre pour devenir paramagné-
tiques au-dessus d’une certaine température appelée point de Curie
(1 040 °K pour le fer, 1 380 °K pour le cobalt et 630 °K pour le nickel).

Opérant sur des échantillons qui ont été portés au-dessus de cette
température, nous étudions les variations de leur aimantation en faisant
croitre progressivement a partir de zéro le courant I envoyé dans la
bobine magnétisante par une des méthodes dont nous avons donné le
principe. L’intensité d’aimantation, la perméabilité . et lasusceptibilités v
se déterminent a partir de Hy = znI et de la mesure du paragraphe
précédent.

Il n’existe aucune fonction analytique I = f (H,) résultant de consi-
dérations théoriques, aussi traduit-on les résultats de I’expérience par

Jd A.m™

2.10%

. 6
EISI__ 1,7.10

g

g = 1,4.10°
6 I Fer trés doux .

10

Il Acier trempé

1 - 1 1 8]
10 5.10 10* 2.10"

Fic. go.

une courbe appelée caractéristique de premiére aimantation. La courbe I
de la figure go est relative 4 du fer trés pur (fer extra-doux), la
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courbe IT & un certain acier trempé. Leur allure générale est la méme.

Pour les faibles excitations leur forme est parabolique avec une
pente initiale non nulle, puis la pente croit trés vite pour les excitations
moyennes; au deld du point d’inflexion K elle diminue pour tendre
vers zéro. Pour les excitations trés grandes l’intensité d’aimantation
tend asymptotiquement vers une valeur limite : on dit que la substance
parvient & la saturation et la valeur limite Jg est lintensité d’aimantation
de saturation. Ses valeurs, exprimées en ampéres par métre, sont pour
les trois métaux ferromagnétiques :

Fer : 1,7.10% nickel : 480; cobalt: 1 410.

Elle est plus faible pour un acier trempé (par exemple 1,4.10°
A.m™) que pour un fer trés doux, pour lequel elle est particuliérement
élevée. Remarquons que I’expérience donne B en fonction de H, et que
I’on en déduit J; toutefois la connaissance de la courbe d’aimantation
permet ultérieurement de reconstituer les valeurs de I'induction en fonc-
tion de H, a 'aide de la formule

B = po(H, + J).
La susceptibilité
N -1 = i
4 P o,
est proportionnelle au coefficient angulaire de la droite OM qui joint
’origine au point M sur la courbe J = f (H,), compte tenu des différences
d’échelle des abscisses et des ordonnées. Sa valeur y; et par suite aussi
la perméabilité p, initiales (pour H, = 0) ne sont pas nulles: par
exemple y, = 320 pour le fer extra-doux, y; = 42 pour un certain acier
trempé; on a d’ailleurs

e =0 + I 2%

Partant de p, (fig. g1) la perméabilité augmente rapidement pour
atteindre un maximum p,, de Pordre de 15 0oo pour un fer trés doux,
puis elle décroit pour tendre vers 1 2 la saturation (y tendant vers zéro).
Pour certains alliages comme le supermalloy (alliage de fer-nickel-molyb-
déne), pour lequel p,, = 800 000, la perméabilité maximale a des valeurs
exceptionnellement élevées; par contre, pour les aciers ordinaires, elle
est inférieure A celle du fer doux (par exemple 4 000).

La perméabilité conserve cependant une valeur considérable pour des excita-
tions déja élevées; pour la plupart des matériaux ferromagnétiques elle
ne tombe au-dessous de 100 que pour Hy > 20 ooo A.m™1; il en résulte
que les courbes p(H,) et y(H,) sont pratiquement confondues et ne
se séparent qu’a la saturation puisque p tend vers 1 alors que y tend

: B
vers zéro. Il en découle également que les courbes de —et de J en
H0
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fonction de H, sont peu différentes dans les mémes conditions. Toute-
fois, pour les valeurs irés élevées de H,, J demeurant pratiquement constant
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et égal a J,, B est peu diflérent de p,H,, de sorte que la substance ferroma-
gnétique se comporte alors comme le vide.

11-10. Hystérésis. Cycle d’hystérésis. Energie d’aiman-
tation.

Un échantillon de substance ferromagnétique ayant subi un traite-
ment de premiére aimantation,
le point figuratif de la courbe

M J=f(H, a décrit P'arc OM
(fig. 92), le point M correspon-

I

a

|
i dant a Dlexcitation H et a Dai-
; mantation J. Si ’on fait décroitre
I | progressivement I’excitation ma-
/ R A ! gnétisante a partir de H on observe
'S s~ { que l'aimantation diminue en
—H, 0 H conservant une intensité supé-
Fic. 92. rieure a celle qu’elle avait pour
les wvaleurs croissantes de H,
autrement dit I’arc de courbe correspondant est au-dessus de la courbe
de premié¢re aimantation. C’est le phénoméne de I’ hystérésis.
En particulier lorsque I'excitation s’annule (point R) il reste une
aimantation rémanente Jz qu’on fait disparaitre en créant une excitation
négative — H, appelée excitation coercitive (point C).
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Supposons maintenant que Dexcitation varie entre deux valeurs
opposées H, et — H,, (fig. 93). Aprés quelques variations, a '« aller »

J Am™?

H Am™®

Fic. g3.

de — Hy a + Hy, au « retour » de 4+ Hy & — H,, le point figuratif du
diagramme J = f (H) décrit une courbe fermée appelée cycle d’hystérésis;
cette courbe est symétrique par rapport a I'origine O des coordonnées.
Les « pointes » du cycle sont légérement différentes de celles que
I’on obtiendrait pour une premiére aimantation; toutefois, si Hy a une
valeur suflisamment grande, la valeur absolue J, de l’aimantation
correspondante approche la valeur Jg de saturation.

L’aimantation + Jy ou — J; qui subsiste pour H = o est ’aimanta-
tion rémanente; I'excitation 4 H; ou — H,, pour laquelle ’aimanta-
tion est nulle, est I’excitation coercitive.

Pour faire varier I’aimantation il faut dépenser une certaine énergie.
L’excitation magnétisante variant de 4+ H,, a — Hy puis de — H, a
-+ H, par suite, par exemple, du passage d’un courant alternatif de
fréquence f dans la bobine magnétisante,

H = H, cos 2= fi.

De I’énergie électrique a été dépensée, la substance étant revenue a
son état initial. L’expérience montre qu’une énergie équivalente appa-
rait sous forme de chaleur dans le volume du matériau ferromagnétique
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qui a accompli un cycle d’hystérésis. On démontre que cetle dissipation

d’énergie par hystirésis est proportionnelle au volume du corps et & Paire du cycle
d’hystérésis.

11-11. Matériaux ferromagnétiques. Alliages magné-
tiques.

Le ferromagnétisme joue un réle important dans I’électrotechnique,
aussi s’est-on préoccupé de rechercher des matériaux dotés de propriétés
magnétiques répondant a4 des buts déterminés; la plupart d’entre eux
sont des alliages constitués par des métaux ferromagnétiques (Fe, Ni, Co),
et plus particulitrement du fer, associés & des métaux (Al, Co, Cu) ou
métalloides (Si) non ferromagnétiques. Les traitements thermiques
(trempe et recuit) qui influent a la fois sur I’état physique et sur I’état
chimique de ces alliages qui peuvent étre qualifiés d’aciers spéciaux, la
présence de traces d’impuretés, peuvent modifier beaucoup leur compor-
tement magnétique.

Nous savons qu’on ne peut pas parler de perméabilité d’un matériau
ferromagnétique puisque cette grandeur est sous la dépendance de
nombreux facteurs; cependant, le facteur le plus important étant
Pexcitation, des ordres de grandeur dans des conditions d’emploi déter-
minées sont souvent suffisants. Le cycle d’hystérésis correspondant a
une valeur maximale convenable H, de I’excitation fournit des renseigne-
ments plus complets; son tracé fixe les valeurs de ’aimantation réma-
nente et de I’excitation coercitive, ’'aire du cycle permet une évaluation
des pertes d’énergie par hystérésis.

1° Matériaux de grande perméabilité.

Dans certains appareils, et en particulier dans les électro-aimants,
on recherche des valeurs élevées de J et de B pour des excitations plus
ou moins élevées. On a intérét a utiliser le matériau au voisinage du
maximum ., de la perméabilité; pour de plus grandes valeurs de I’exci-
tation, le gain sur J et sur B devient de plus en plus faible.

A ce point de vue le fer trés pur (fer électrolytique, fer Armco)
convient bien puisqu’il permet d’atteindre p, = 20000 pour une
excitation de ’ordre de 30 A.m™1, mais ce matériau est coliteux. L.’adjonc-
tion de silicium au fer trés doux donne des produits de haute perméabilité
(n de I'ordre de plusieurs dizaines de milliers).

On recherche également des alliages dotés d’une trés grande per-
méabilité pour les trés faibles excitations; un alliage de fer a 78,59, de
nickel, le permalloy, permet d’atteindre p —~ 100 000 pour une excita-
tion de l'ordre de quelques ampéres par métre. L’adjonction d’un peu
de molybdéne (supermalloy) donne des résultats encore plus remar-
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quables. Ajoutons qu’avec ces alliages la saturation est atteinte pour
de faibles excitations. _

Il est intéressant de concrétiser la notion de perméabilité en faisant
intervenir les lignes et le flux d’induction. Considérons un espace ou
'on a créé une induction uniforme B, = p,H,; les lignes d’induction
y sont paralléles. Introduisons un barreau cylindrique treés allongé de
facon que son axe soit parallele 2 B,: on a alors sensiblement en un
point du milieu ferromagnétique (11-1)

A A = |
B = pB, = puet,

L’induction extérieure a I’aimant ainsi constitué est elle-méme modi-
fice (fig. 94), les lignes d’induc-
tion, demeurées parall¢les loin
du barreau ou By n’a pas été
perturbé, s’infléchissent au voi-
sinage des faces terminales. Le
fer doux, substance ferroma-
gnétique de grande perméa-
/\ bilité, canalise et concentre
_,/7\\ les lignes d’induction; il se
Fic. 94. comporte comme s’il était
beaucoup plus perméable que
le vide au flux d’induction, d’ot le nom de perméabilité donné a la
grandeur p. Le phénoméne serait beaucoup moins marqué avec un
corps paramagnétique; dans une substance diamagnétique par contre,
les lignes d’induction seraient moins nombreuses que dans le vide.
Le phénoméne est général et peut étre d’ailleurs concrétisé par un
spectre magnétique :
Un corps ferromagnétique rassemble et concentre les lignes d’induction d’autant
plus que sa perméabilité est plus grande.

|

J
lfY\

Si le corps a une forme quelconque il n’est plus possible de calculer B
mais le phénomeéne subsiste
qualitativement. On peut rem-
placer le barreau par un corps -
creux, un cylindre creux par

e
PG
exemple (fig. g5) dont I’axe M’\ >
est perpendiculaire a By; les > <> >B,
=~

lignes d’induction passent alors
dans son épaisseur, il n’y en .
a pratiquement plus a Dlinté-
rieur ol 'induction est devenue 5
nulle. Le corps ferromagné-
tique protege donc la région
intérieure des actions magnétiques extérieures: il constitue un éeran

Fic. g5.



158 LES MILIEUX AIMANTES

magnétique. La protection est d’autant plus efficace que la perméabilité
est plus grande; par exemple un appareil enfermé dans une cage de
permalloy est parfaitement soustrait a I’action de I'induction terrestre
ou de toute autre induction faible, mais il subit par contre I'influence
d’inductions intenses pour lesquelles, la saturation de I’alliage étant
atteinte, la perméabilité devient voisine de 1.,

20 Matériaux a faibles pertes par hystérésis.

Les machines & courant alternatif (alternateurs, moteurs et trans-
formateurs) de méme que les machines a courant continu comme les
dynamos, comportent un circuit magnétique dont le matériau ferroma-
gnétique décrit des cycles d’hystérésis. De ce fait, de I’énergie est dissipce
sous forme de chaleur; pour réduire ces pertes au maximum il faut que
le matériau ait un cycle d’hystérésis de faible surface: le fer doux satis-
fait bien a cette condition.

Nous verrons plus loin (Partie I1I) que la substance magnétique est
parcourue par des courants induits appelés courants de Foucault,
auxquels correspond une perte d’énergie sous forme de chaleur par
effet Joule. Pour réduire cette deuxiéme « perte dans le fer » il faut un
matériau de faible conductivité; I’addition de quelques pour cent de
silicium au fer industriel satisfait & cette deuxiéme condition tout en
ayant un cycle trés « fuselé », de sorte que ce matériau est utilisé dans
les machines modernes pour diminuer les deux types de « pertes dans le
ter .

32 Matériaux pour aimants permanents.

Considérons un barreau ferromagnétique allongé entouré d’une
bobine magnétisante. Supposons qu’il subisse la premiére aimantation;
nous faisons croitre le courant d’excitation de zéro a I de fagon que
I’excitation extérieure ait la valeur H, = nl. L’excitation en un point
est

=4

H=H,+°

3

4

du fait de l’excitation démagnétisante & (11-7) créée par les plages
3 A : A A

polaires. 9 est en sens inverse de J et de H,, de sorte que 'on a entre

les modules la relation

H = H, — 9.

Le module 9 de I’excitation démagnétisante, variable le long du barreau,
est minimal au centre, maximal aux extrémités.
Diminuons le courant d’excitation a partir de I; le point figuratif
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de P’état magnétique en un point dans le diagramme J = f (H) qui
était en M aprés aimantation

g (fig. g6) atteint le point R pour

lequel H = o avant que le cou-

rant d’excitation soit nul, pour

une excitation extérieure H; telle

que

H=o0=H, — 9.

Q} Lorsque le courant s’annule
le barreau se trouve dans une
0 H  excitation négative, I’excitation
Fic. g6. démagnétisante, et le point figu-
ratif du diagramme Q -corres-
pond a [’aimantation rémanente pratique.

Si I’excitation coercitive de la substance est faible et sile barreau est
court, 'excitation démagnétisante est suffisante en tous les points pour
que la désaimantation se produise deés que le courant d’excitation
s’annule. Par contre, pour un long barreau de la méme substance, 9
est faible sauf au voisinage des extrémités ol la désaimantation va se
produire, mais elle gagnera de proche en proche tout I’aimant; en effet,
un aimant dont les extrémités sont désaimantées équivaut & un aimant
plus court.

En résumé, un barreau d’une substance de faible excitation coercitive se
désarmante méme s’il est lrés long; c’est le cas du fer doux.

Les comsidérations précédentes nous fixent les conditions d’obtention
et de conservation d’aimants permanents:

a) Choix du matériau. Un matériau ferromagnétique pour aimants
permanents doit présenter une excitation coercitive élevée; cette condition est
nécessaire; comme d’autre part on a souvent besoin d’une aimantation
intense (aimants de galvanométres, de boussoles,...), il faut de plus que
Iaimantation rémanente pratique soit assez forte. Ces deux conditions
entrainent que I'aire du cycle d’hystérésis doit étre grande (cycle enflé).

Le fer trés doux, comme le montre la figure 93, présente bien une
aimantation rémanente élevée (Jy = 1,2.10% A.m~1 aprés saturation)
mais son excitation coercitive est trés faible (H.= 100 A.m™! aprés
saturation), il ne convient donc pas a la fabrication d’aimants permanents.
Par contre un certain acier trempé pour lequel J; = 0,7.105 A.m1 et
H, = 4000 A.m™ est un matériau convenable pour aimants 4 bon
marché. Certains aciers contenant de l’aluminium, du nickel et du
cobalt (alnicos) ont des propriétés magnétiques qui permettent de
fabriquer de courtes aiguilles fortement aimantées d’une fagon trés
stable; par exemple un alnico, tout en possédant une aimantation réma-
nente trés suffisante, J, = 108 A.m™1, a une excitation coercitive s’éle-
vant & 50 ooo A.m™L.
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b) Conservation des aimants.

La stabilité d’un aimant est conditionnée par son excitation coercitive; cepen-
dant, méme lorsque celle-ci est élevée, la désaimantation se produit lente-

N

Fic. 97.

\—/

ment sous l'action de Dexcitation
démagnétisante. Or celle-ci serait
nulle si P'aimant n’avait pas de
poles (aimant torique), aussi pour
conserver les aimants convient-il
de fermer leur circuit magnétique
a laide de piéces de fer doux. A
cet effet les aimants droits sont
associés téte-béche par paire avec
deux armatures, une seule armature
suffit pour un aimant en U (fig. g97).
L’excitation démagnétisante se
trouve fortement réduite par ’appa-

rition sur les piéces de fer doux de péles de noms contraires de ceux des
aimants. On congoit que le procédé ne puisse étre appliqué pour des
aiguilles constamment en service et que pour elles, des matériaux de

trés grande excitation coercitive soient nécessaires.

11-12. Circuits magnétiques (fig. 98).

Un circuit magnétique est formé d’un corps magnétique qui le plus
g q P g que q P

souvent est un matériau de grande
perméabilité comme le fer doux; il
constitue un circuit plus ou moins
fermé, le cas idéal étant celui d’un
tore interrompu par un entrefer
trés étroit. Sur la partie ferroma-
gnétique du circuit, appelée noyau
ou carcasse, est enroulée une bobine
(ou plusieurs bobines); nous nous
placons dans le cas simple de N
spires parcourues dans le méme sens
par un courant d’intensité I.
L’entrefer, d’épaisseur e, est dans
Pair, assimilable au vide au point
de vue magnétique; comme il est

B
A

>

2

/ N spires
p

Fic. g8.

supposé trés étroit par rapport a la longueur moyenne / du circuit magné-
tique (/~/—e¢), nous pouvons admettre que les lignes d’induction
sont canalisées aussi bien dans le corps ferromagnétique que dans le
vide (on dit qu’il n’y a pas de fuites magnétiques), autrement dit que
le flux d’induction ® a une valeur constante a travers les sections du circuit,
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A
Les vecteurs B et H en un point sont liés par la relation
A w
B = popH,

w étant égal a 1 dans I’entrefer. Supposons pour simplifier que les dimen-
sions transversales soient petites par rapport a4 la longueur moyenne /
du circuit magnétique: on peut dans ces conditions admettre que B
est uniforme dans une section S.

Appliquons le théoréme d’Ampére au vecteur excitation magnétique
puisque le parcours fermé de longueur / n’est pas entiérement dans le
vide; nous avons

$H.d = NI,
et comme
B = ikl = is),
P dl
2 ¢ 2L = NI,
po o pS
d’ou
(I) (I) ——] NI

J = NI s’appelle la force magnétomotrice; elle s’exprime en ampéres-
tours et caractérise le circuit électrique; quant a la grandeur

g{:ﬁ'dl

2
Poed

caractéristique du circuit magnétique, elle est sa réluctance. Par suite
de ces définitions la relation (1) s’écrit

Celle-ci rappelle 'expression de la loi de Pouillet, F jouant le role de
la force électromotrice E, ¢ celui d’une intensité électrique; quant
a la réluctance R, prenant la place d’une résistance électrique R, son
expression est semblable a celle de

dl
R=fﬁ?s-,

wop remplagant la conductivité v. Bien entendu I’analogie est purement
formelle, les grandeurs en jeu étant complétement différentes.
DEVORE-ANNEQUIN., — Electricité I1. 6
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Pour un circuit homogéne (p = Cte) et de section constante S,
nous avons dans le corps ferromagnétique

D
H - : b
PoleS
dans le vide
H — (§)) ’
P‘()S

par suite

O/ rtdl | pedl I, e
Hal=2{ 8, _>=<1)( —{—~>:NI-
‘ $ Po (fo pS fo S porS oS ’

d’ou

l_l_ﬁi

R

WolS oS

p €tant grand par rapport a 'unité, la réluctance d’un enirefer méme étroit
peut étre prépondérante par rapport & celle de la partie ferromagnétique du
circuil; par exemple, pour p = 2 0oo, la réluctance d’un entrefer de
I mm est égale a celle de 2 métres de fer.

La perméabilité relative p. n’est d’ailleurs pas une grandeur bien
définie puisqu’elle dépend non seulement de I'induction B, et par suite
du nombre d’ampéres-tours magnétisants, mais aussi des phénoménes
d’hystérésis. Cependant, dans le cas du fer doux et des alliages de
grande perméabilité, I’aire du cycle d’hystérésis est suffisamment réduite
pour qu’on puisse en confondre les deux branches. Dans ces conditions
on prend généralement comme donnée l'induction B que I'on désire
obtenir dans ’entrefer, on en déduit la valeur de p, celle de R et par suite
le nombre d’ampéres-tours NI nécessaire pour obtenir B.

Ajoutons que I’on sait calculer la réluctance de circuits magnétiques,
au moins en premiére approximation, et que, dans le cas d’entrefers
plus ou moins larges, des formules empiriques tiennent compte des
fuites magnétiques.
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CHAPITRE XII

PHENOMENES D’ INDUCTION
ELECTROMAGNETIQUE

12-1. Expériences. Lois qualitatives.

Des expériences nombreuses et variées mettent en évidence la produc-
tion de courants induits dans un circuit; nous allons en décrire quelques-
unes en vue de vérifier les lois qualitatives fondamentales suivantes:

Loi générale.

Un circuit fermé conducteur est parcouru par un courant, appelé
courant induit, chaque fois que le flux d’induction magnétique qui le
traverse subit une variation.

Loi de Lenz.

Le sens du courant induit est celui pour lequel le flux d’induction
qu’il crée dans le circuit s’oppose a la variation de flux qui lui a donné
naissance.

Nous appellerons induit le circuit dans lequel le courant induit prend
naissance par variation du flux inducteur et inducteur le systéme, aimant
ou courant, producteur de ce flux. Nous intercalons un galvanométre
dans le circuit de I'induit.

10 Variation du flux inducteur par déplacement relatif par rapport a
I’induit.

L’induit est constitué par une bobine relide a2 un galvanométre
(fig. 99), le pole nord d’un aimant droit (inducteur) est placé devant
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laface F de la bobine. On introduit ’aimant dans I'induit, on constate que
le sens du courant induit est celui pour lequel F est une face nord. Le flux

recu par l'induit a augmenté au cours
31 de 'opération, le flux créé par le cou-
rant a le signe contraire du flux
inducteur de fagon a contrarier son
accroissement.

Entre le péle nord et la face nord

N s’exercent des forces répulsives; 1’opé-

/ Jl\\, rateur a fourni un travail positif et

I’énergie correspondante se retrouve

F X sous forme de chaleur par effet Joule

M Induit dans l’induit. Nous voyons donc que

: la loi de Lenz est une simple consé-

quence du principe de la conservation de
Iénergue.

S1 nous recommencons I’expérience
en donnant a I’aimant un déplacement
plus rapide, on constate que I'intensité
du courant est plus grande mais le
courant induit passe pendant un
temps plus court, celui que dure le
déplacement.

Le sens du courant induit est inversé si ’on sort le pdle nord de
la bobine: la face F devient une face sud; par suite le flux créé par
le courant induit a le signe du flux inducteur et tend a contrarier la
diminution de celui-ci, de sorte que I'opérateur doit encore fournir un
travail positif puisque entre face et pole de noms contraires s’exercent
des forces attractives. Enfin, si nous retournons I’aimant, I’approche
de son péle sud fait naitre un courant induit dont le sens est tel que F
soit une face sud; son éloignement inverse le sens du courant, F deve-
nant une face nord.

Les phénomeénes que nous venons de décrire ne sont pas modifiés
si, Paimant restant fixe, on déplace la bobine par rapport a lui. Seul
compte donc le déplacement relatif de Pun par rapport & I autre.

Dans les expériences précédentes [’aimant inducteur peut étre remplacé
par une bobine parcourue par un courant I. Le rapprochement relatif d’une
face nord (ou sud) entraine la naissance d’un courant induit dont le
sens est tel que la face correspondante de I’induit soit une face nord (ou
sud), donc une face de méme nom. Autrement dit, pour un rapproche-
ment relatif, les courants inducteur et induit ont le méme sens, pour un
éloignement relatif] ils ont des sens contraires; par suite, dans le premier
cas les forces exercées entre les faces en regard sont répulsives, et elles
sont attractives dans le second. Nous pouvons donc ici donner I’expres-
sion particuliére suivante a la loi de Lenz :

Inducteur
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Les forces électromagnétiques qui s’exercent entre [’inducteur
(aimant ou courant) et I’induit s’opposent au déplacement relatif
de I'un par rapport a I'autre.

Nous pourrions multiplier la forme des expériences vérifiant la
conclusion précédente. Si nous reprenons I’expérience des rails conduc-
teurs (7-3, 2°) en remplagant le générateur par un galvanomeétre et
si un opérateur exerce une force F pour déplacer le pont conducteur,
on vérifie que le sens du courant induit est toujours celui pour lequel
Ia force électromagnétique donnée par la loi de Laplace a le sens contraire
du déplacement, donc le sens contraire de F. Le travail de la force exercée
par 'opérateur (force motrice) est donc positif, celui de la force électro-
magnétique qui résulte du courant induit, négatif,

20 Variation du flux inducteur non liée 4 un déplacement.

Le circuit induit comporte une bobine B reliée & un galvanométre
G (fig. 100) ; 'inducteur est une seconde bobine B’ logée a I’intérieur dela

premiére et faisant partie d’un
Curseur

circuit inducteur comprenant
——/\/\/\/\/\/\/\/\/\/{/\/\/ N un générateur, un rhéostat

Eh _= " Rh et un interrupteur K.
I croit = Les deux bobines étant
v , - immobiles 'une par rapport
N 'I_{_. T a l'autre, nous faisons passer
InducteurB’ [~ un courant d’intensité I dans
e B/, dans un sens ou dans
Pautre (en intervertissant les
todisit B connexions aux P(")Ies du géné-
rateur). En agissant sur le
S rhéostat nous avons la possibi-
—l— s lité de faire varier I et, grice
N a linterrupteur, de lancer le

Eie. i, ' courant I ou de le supprimer.
Supposons, pour fixer les
idées, que les connexions soient telles que la face intérieure de B’ soit
une face nord. Fermons l’interrupteur K : le galvanométre accuse un
courant induit dont le sens est tel que la face inférieure de B soit une
face sud; le flux dfi au courant induit a donc le signe contraire de celui
du flux inducteur, il tend ainsi & contrarier 1’accroissement de celui-ci.
Nous obtenons un résultat semblable par croissance de I en agissant
sur le rhéostat. Par contre, si nous ouvrons linterrupteur, l'intensité
variant de I A zéro, ou si nous agissons sur le rhéostat de fagon que I
diminue, le courant induit a un sens tel que son flux a le signe du flux
inducteur; il tend donc & s’opposer a la décroissance de celui-ci.



168 PHENOMENES D’INDUCTION ELECTROMAGNETIQUE
En résumé:

Le sens du courant induit est tel, conformément a la loi de Lenz,
qu’il produit un flux de mé&me signe que le flux inducteur si celui-ci
décroit (courants inducteur et induit ont le m&me sens), et un flux de
signe contraire du flux inducteur si celui-ci croit (courants inducteur
et induit ont des sens contraires).

Au point de vue énergétique, 1’énergie du courant induit qui appa-
rait sous forme de chaleur par effet Joule dans les expériences que nous
venons de décrire est fournie par le générateur du circuit inducteur,
alors qu’elle était fournie par un opérateur lorsque la naissance du
courant était lice a un déplacement.

3° Courant induit par variation de la perméabilité a I’intérieur de la
bobine induectrice.

Reprenons le dispositif précédemment utilisé, la bobine inductrice B’
étant logée a 'intérieur de la bobine induite B. Introduisons un noyau de
fer doux dans B’ parcourue par un courant constant de fagon a augmen-
ter le flux d’induction &, on constate le passage d’un courant induit dont
le sens est celui qui correspond & un accroissement du courant induc-
teur. La déviation du galvanomeétre est d’ailleurs beaucoup plus grande
que dans les expériences précédentes, cela est dit a la grande perméabilité
du fer doux qui provoque un trés fort accroissement du flux d’induction
(11-11, 1°). Inversement, si ’on retire le noyau de fer doux, le courant
induit a le méme sens qu’a la rupture du courant inducteur.

Ces dernieres expériences montrent nettement que:

Le flux dont la variation produit le courant induit est celui du
vecteur induction magnétique,

et non pas celui du vecteur excitation magnétique. On pouvait le prévoir
puisque le flux de Pexcitation magnétique, non conservatif, dépend de la
surface limitée au circuit qui sert a son calcul tandis que le flux d’induc-
tion, conservatif, en est indépendant.

12-2. Force électromotrice d’induction. Formule fonda-
mentale.

Considérons (fig. 101) un circuit linéaire conducteur C dans une
induction magnétique B, et une surface S limitée par C. Le flux
d’induction étant conservatif, sa valeur ® est indépendante du choix

de S.
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Distinguons les faces de S pour que $ soit positif; cela revient a
O choisir une normale positive et un sens
B de circulation sur C liés par la convention

de rotation. Nous avons

d% - ‘I,sz;\ﬁ,ﬁzfj;BdSCOSa.

Un courant induit nait dans le circuit

C lorsqu’on fait varier ¢ d’une facon quel-
conque :

a) Par déplacement du circuit (rotation

ou translation), supposé indéformable, dans

Pin. aor I'induction B supposée fixe.

b) Par déformation du circuit (nous revien-
drons plus loin sur cette possibilité).

¢) Par variation de Iinduction magnétique B, le circuit étant fixe et rigide.
Ce résultat est obtenu par déplacement de I'inducteur (aimant ou cou-
rant) ou par variation de I'intensité du courant dans un circuit inducteur

fixe.
d) Par modification de la nature du milien, donc de sa perméabilité.

Le fait qu’a l'instant ¢ le courant induit a une intensité : suppose
Pexistence a cet instant d’une force électromotrice ¢ que nous appelons
Jorce électromotrice d’induction. Les expériences décrites précédemment
montrent que lintensité iz, et par suite la force électromotrice ¢, sont
d’autant plus grandes que la variation du flux inducteur, d® pendant le

temps df, est plus rapide, autrement dit que le module de Bt plus grand.

Nous établirons (12-4) que si le circuit induit se déplace dans un
champ magnétique invariable, la force électromotrice ¢ est donnée
en module par
dd

m:\dt

L’expérience montre, avec les restrictions du paragraphe suivant (12-3),
que cette expression est toujours valable, quelle que soit la facon dont
on réalise la variation du flux inducteur. Elle résulte en définitive de
I’égalité | ei dt| =|i d® | de I’énergie électrique et de I’énergie fournie par
le milieu extérieur.

Cherchons a rendre compte de la loi de Lenz de facon a obtenir la
relation entre les valeurs algébriques :

: . . db 3 :
a) Si le flux inducteur croit, a;—; > o, le courant induit a le sens pour

lequel le flux induit a le signe contraire du flux inducteur : ¢ et ¢ sont
négatifs.
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b) St le flux inducteur décroit, a:i—(f< 0, le courant induit a le sens pour
lequel le flux induit a le signe du flux inducteur : 7 et ¢ sont positifs.

Par suite ¢ et CZ—‘? sont de signes contraires: ¢ = —%

Si le circuit induit est ouvert, : d® est nul; on vérifie expérimentale-
ment a ’aide d’un électrométre qu’il existe une différence de potentiel
égale & ¢ aux bornes du circuit, qui se comporte comme un circuit fermé
de résistance infinie; la relation précédente reste valable.

En résumé, la formule fondamentale

__de
dit

donne la force électromotrice d’induction.

Considérons le cas trés général ot le circuit induit comprend des générateurs
et des récepteurs. L’application de la formule fondamentale se fait alors
de la fagon suivante :

Nous choisissons un sens positif suivant lequel nous compions les intensités
et les forces électromotrices. Ce choix enirafne celui de la normale positive @ une
surface S limitée par le contour du circuit; le flux d’induction est alors compté
positivement dans le sens de cette normale. Si d® est positif, e, négalif, est une
force contre-électromotrice; c’est une force électromotrice, ¢ > o, si dd est

négalif.

12-3. Restrictions dans 'application de la formule fon-
damentale.

Avant d’aborder I’étude des phénomeénes d’induction nous n’avions
envisagé que des courants d’intensité constante (courants continus),
autrement dit des circuits en régime permanent. L’intervention de forces
électromotrices d’induction nous ameéne a considérer des courants
variables.

Nous admettons que toutes les lois des courants continus, les lois
d’0Ohm et de Joule, la loi de Faraday relative & 1'électrolyse, la loi
fondamentale d’Ampére, sont applicables aux courants variables, cela
revient & supposer que linfensité i du courant & I'instant t est la méme en tous
les points du circuit.

Cette hypothése n’est en fait pas toujours valable; elle est dans la
mesure ol 'on peut négliger la capacité des conducteurs et les phéno-
meénes de propagation de I'induction magnétique avec une vitesse finie
a partir du circuit qui la produit.
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De méme, la résistance d’un conducteur est plus grande pour les courants
rapidement variables que pour les courants continus; la densité de courant cesse
d’étre constante dans une section d’un conducteur, le courant passant
dans une mince couche a la surface du conducteur (effer de peau ou effet
pelliculaire). En fait les restrictions précédentes ne jouent que pour les courants
de haute jfréquence.

Il importe de préciser quel est le flux ® dont la dérivée par rapport
au temps fournit le module de la force électromotrice induite e. Il n’y a
pas de difficulté si l’induit est en circuit ouvert, le courant induit étant nul,
le flux ® est bien celui, @, envoyé par I'induction a travers la surface
de l'induit. Il n’en est plus ainsi lorsque I’induit est en circuit fermé :
® est alors la somme algébrique,

® = Dy + T,

du flux ®; envoyé par I’inducteur et du flux induit ®,; ce dernier ayant
le signe de &y si ¢ est décroissant, le signe contraire si $; est croissant.
Tenir compte de ¢, revient a faire intervenir les phénomeénes d’auto-
induction (Chap. x11); ceux-ci sont assez souvent négligeables, et ’on
peut alors confondre @ avec ®y.

Ajoutons que si I'induit comporte un générateur de courant continu,
Pintensité I dans I’'induit est la somme algébrique

I=1 4

du courant induit ¢ et de l'intensité I’ qui passerait dans le circuit en
Pabsence de &, variable. I’ étant constant, il n’y a pas lieu de tenir
compte, dans ’expression de ¢, du flux dtt a I’ puisque sa dérivée par
rapport au temps est nulle.

Remarquons enfin, toujours par Pintervention des phénomeénes
d’auto-induction, que le courant induit ne s’annule pas & Uinstant méme ot le
Slux extérieur &y cesse de varier; il ne s’annulerait instantanément, donc
d’une fagon discontinue, que si I'inductance propre L (Chap. xm1) de
I’induit était nulle; en fait celle-ci est fréquemment trés faible.

12-4. Induction dans un circuit se déplacant dans une
induction magnétique invariable.

Considérons un circuit conducteur fermé de résistance R, contenant
un générateur de force électromotrice constante E, placé dans une
induction magnétique invariable. Il est soumis & un systéme de forces
électromagnétiques puisqu’il est parcouru par un courant d’intensité

L= % lorsqu’il est immobilisé.
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Si le flux d’induction A travers le circuit varie de @ 4 ® ++ d® du
fait d’un petit déplacement entre les instants ¢ et £ + df, le travail des
forces électromagnétiques est (8-4)

dW = 14do.

Nous distinguons trois cas :

1° Le travail dW est positif.

C’est le cas ou le déplacement s’effectue sous ’action des forces élec-
tromagnétiques : le systéme est moteur. d® est alors positif, le flux a travers
le circuit est croissant (8-7). Par ailleurs le circuit est le siege d’une
force électromotrice d’induction e.

L’expérience montre que le travail dW est emprunté au générateur;
comme d’autre part I’énergie RI? d¢ est fournie au milieu extérieur sous
forme de chaleur par effet Joule, le principe de la conservation de 1’éner-
gie s’exprime par

Eldt =RI?2dt 4+ dW =RI2dt + 14,
par suite

dd
——=LE+4+¢=RIL
dt ‘

__ 4%
e = dt<0

est une force contre-électromotrice et 'intensité I est inférieure a I,

2° Le travail dW est négatif.

Le déplacement a lieu en sens inverse du précédent. L’opération
nécessite 'intervention du milieu extérieur, qui fournit au systéme le
travail

do = —dW = —14d0,
dd étant négatif. _
L’application du principe de la conservation de I’énergie donne

El dt = RI?dt — d% = RI?dt + 1d®.

Nous avons encore
E 4 ¢ = RI,
avec
__ dd
=——
Mais e, positif, est maintenant une force électromotrice qui s’ajoute 4 celle
du générateur: le systéme est générateur. L’intensité I est supérieure a I,,.
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En résumé, dans les deux cas particuliers que nous venons d’étudier,
nous retrouvons l’expression de la formule fondamentale qui donne e.

Si i =-° est la contribution du courant induit au courant total,

E &

nous avons

I =1, 3;

i est négatif (en sens inverse de I,) dans le premier cas, positif dans le
second.

3° Le circuit conducteur ne comporte pas de générateur (E = o).

Immobile dans PIinduction magnétique, il n’est parcouru par
aucun courant, n’est donc soumis a aucune force électromagnétique.
Il ne se déplace donc pas spontanément et le systtme ne peut étre
moteur.

Faisons intervenir un opérateur qui déplace le circuit d’une fagon
quelconque puisque au départ n’existent pas de forces électromagné-
tiques. On peut se demander a priori ce qui va se passer car i/ n’est pas
absurde d’imaginer qu’aucun courant induit ne se produise, I’opérateur n’ayant
aucun travail & fournir pour effectuer le déplacement. Or I’expérience montre
qu’il se produit un courant induit et que Popérateur doit fournir un
certain travail; le sens du courant induit est tel que les forces électro-
magnétiques qui en résultent sont résistantes et que, par suite, leur
travail au cours du déplacement est négatif.

Considérons un circuit conducteur rigide dont nous supposons

I'inductance négligeable de fagon a
G pouvoir confondre le flux d’induc-
tion qui le traverse avec celui pro-
duit par I'induction invariable dans
laquelle il est placé (12-3). Soit G
et C' ses positions trés voisines aux
instants et ¢ + dt (fig. 102). Choisis-
sons pour sens positif de circulation
sur le circuit le sens des pieds vers
la téte de l’observateur d’Ampére,
lorsque celui-ci, regardant dans la
(t+at) direction de I'induction, a le déplace-
(&) ment MN vers sa gauche :

F1c. 102.

Les forces électromagnétiques,
étant résistantes, sont dirigées vers la droite de I’observateur couché
dans le sens positif, le courant induiti a donc le sens négatif, de méme
que la force électromotrice induite e.
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Le travail des forces électromagnétiques,
dW = 1 dd,

étant négatif, ez df étant positif (puisque ¢ et ¢ ont le méme signe), nous
avons, en grandeur et en signe,

AW — i dd — — i dt,

et par suite

D’autre part, avec la convention de signe que nous avons faite :

dd représente aussi bien le flux coupé par le circuit au cours de son déplacement
que la variation du flux qui le traverse.

12-5. Force électromotrice d’induction élémentaire dans
un élément conducteur mobile placé dans une
induction magnétique invariable.

Reprenons de nouveau I’expérience des rails conducteurs (fig. 103), le
générateur étant remplacé par un galvanomeétre G. Siun opérateur inter-
vient pour déplacer MM’
de dx = MN, le circuit est
parcouru, pendant le temps
dt que dure le déplacement,
par un courant induit z dit
a la force électromotrice

Fic. 103.

d® étant le flux d’induction
coupé pendant le temps dt. Ce flux coupé est compté positivement si le
déplacement est vers la gauche de I'observateur d’Ampére couché sur
MM’ dans le sens positif.

Supposons que le conducteur mobile soit isolé électriquement aux points de
contact M et M'; il constitue alors un condensateur. IL’emploi d’un élec-
trométre montre qu’entre M et M’ apparait une différence de potentiel
égale & ¢ : des électrons s’accumulent & Pextrémité M’ alors qu’ils se
raréfient en M, le condensateur est chargé.
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D’une fagon plus générale, considérons un conducteur MM’ isolé
(fig. 104) de longueur dl, que
I’on déplace dans une induction
B avec la vitesse 2 = & a
Iinstant £ dt
Choisissons pour sens posi-
tif sur dl celui pour lequel
I’observateur d’Ampére, regar-
dant dans le sens de l’induc-

—_—
tion, a le déplacement ds
vers sa gauche; nous avons

- —i . A e e

dl =MM’ etle triedre (B, ds,dl)
est direct. Cette convention revient
a compter positivement le flux coupé d>®.

A —_— — .
Nous avons, d2S = ds Adl étant le vecteur représentatif de la surface

balayée par I’élément 217,
A — — e

d2d = B.d%S = B(ds Adl) = (B. ds. di).

57 .y ’ » L; .
IL’élément d! est le si¢ge de la force électromotrice induite

d2d w ds 5
de=—2%"=_(B.2 d),
’ 7 < dt )
d’ott
(1) de = (B. di. 7).

v, étant la composante de la vitesse normale a I'édlément dI, et B,
la composante de I'induction normale & I’aire balayée, on a

de = B(dl A7) = — B, di,

qui nous montre que :

Le module de e est égal au produit par B, de aire balayée par I’élément
pendant Punité de temps.

Dans le cas particulier d’un conducteur rectiligne de longueur I normal aux
lignes d’une induction uniforme B, la vitesse » étant normale a / (expé-
rience des rails conducteurs), on a

e = — Blo.
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12-6. Force électromotrice élémentaire et force électro-
motrice totale.

Lorsqu’un circuit fermé C se déplace dans un champ magnétique,
chaque élément du circuit coupe des lignes d’induction et contribue
a la création de la force électromotrice induite totale ¢ donnée par la
formule (1) du paragraphe précédent; on a

g:ﬁa’g:ﬁ}(ﬁ.gf.?)=312Ld2'b=——%g—),

d® étant le flux coupé par I'ensemble du circuit pendant le temps df.

Cependant, tandis que la formule (1) donnant de s’applique toujours,
la formule donnant la force électromotrice fotale en fonction du flux d’induction
total a travers le circuit peut se trouver en défaut.

Considérons par exemple le dispositif de la roue de Barlow (7-3, 3°)
et remplacons le générateur par un galvanométre. Le galvanométre
dévie lorsqu’on met le disque en rotation, le sens du courant s’inversant
avec le sens de la rotation. Si nous admettons en premiére approxima-
tion que le courant ne passe que le long du rayon OA, son sens est tel
que P'application de la loi de Laplace a I’élément OA donne une force
électromagnétique dirigée dans le sens inverse de la rotation (force
résistante).

Les lignes de courant (que nous supposons réduites au seul rayon OA)
sont fixes dans Uespace et le flux total qui traverse le circuit est invariable; cepen-
dant une force électromotrice est induite, localisée entre O et A parce
que le rayon OA coupe un flux d’induction. Si R est le rayon de la roue,
N le nombre de tours par seconde et B I’induction supposée uniforme,
on a en module

d® = B X =R2N dt,

d® étant le flux coupé pendant le temps d¢, et la force électromotrice
du générateur ainsi constitué est

e =9% _ _NR2B.
dt

Nous pouvons également calculer ¢ a partir de la force électromotrice
élémentaire de, on a

de = 27 NBr dr,
R
¢ — 2= NB f r dr — =NR?B,
0

Par exemple, pour N = 5 tr.s7, R = o,05 m et B = 0,1 T,

e = 3,14 X 5 X 25 X 107* X 0,1 =~ 3,9.10%V = 3,gmV.
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Par contre, si nous considérons une bobine couri-circuitée par un curseur
(fig. 105) dans I'induction d’un aimant, il ne se produit pas de force
électromotrice d’induction
lorsqu’on déplace le curseur
ct cette opération ne nécessite
aucun travail, c’est qu’aucune

Fic. 105. ligne d’induction n’est coupée bien

que le flux total a travers le

circuit varie; aucun courant induit ne parcourt le circuit. Dans la méme

expérience si le contact n’est pas établi entre le curseur et la bobine (le

circuit est alors ouvert), aucune force électromotrice n’apparait dans le
circuit.

L

>

En résumé :

Pour qu’un phénoméne d’induction électromagnétique se produise
par déplacement ou par déformation d’un circuit fermé ou ouvert,
il faut que celui-ci ou un conducteur qui en fait partie coupe des lignes
d’induction, la force électromotrice induite a pour expression

e=f;de=‘f(;(§.c_i7.;).

St le circunt est ouvert, ’'intégrale qui figure dans cette expression est étendue
au circuit entre ses bornes. Quant a la formule

4o

dt’

elle reste toujours applicable a2 condition que d® représente le flux coupé
pendant le temps dt.

12-7. Courants de Foucault.

Nous n’avons jusqu’ici envisagé que des conducteurs et des circuits
linéaires, I’expérience montre que les phénoménes d’induction se produi-
sent également dans des surfaces conductrices (plaques) et dans des
volumes conducteurs. Les phénomeénes sont cependant plus complexes
parce que les courants induits, appelés couranis de Foucault, sont constitués
par des lignes de courant, leur direction n’étant pas prédéterminée
comme dans le cas des circuits filiformes.

Les courants de Foucault se manifestent aussi bien dans les masses
conductrices que 'on déplace dans une induction invariable que dans
celles que ’on maintient fixes dans une induction variable; les lignes
de courant induit et leur sens sont déterminés par la loi de Lenz. Dans
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le premier cas il faut fournir du travail pour produire le déplacement,
les forces électromagnétiques qui résultent du passage du courant
étant toujours des forces résistantes, dans le second il faut dépenser
de I’énergie pour faire varier I'induction et les courants induits créent
un flux qui tend a s’opposer a la variation du flux inducteur. Dans tous
les cas I’énergie dépensée est restituée au milieu extérieur sous forme de
chaleur par effet Joule. Au point de vue énergétique les phénomeénes
présentent une certaine analogie avec la transformation d’énergie méca-
nique en chaleur par frottement dans un milieu visqueux; dans les deux
cas se manifestent des forces résistantes proportionnelles a la vitesse de dépla-
cement.

De nombreuses expériences permettent de montrer ’effet de freinage
produit par les courants de Foucault. Bornons-nous a en décrire une qui
est particuli¢rement démonstrative. Un disque de cuivre, mis en rotation
par la chute d’un poids P (fig. 106), est disposé normalement aux lignes
d’induction d’un électro-aimant qui joue
donc le réle d’inducteur. Celui-ci n’étant
pas excité, on attend que le mouvement
soit suffisamment rapide pour lancer Ile
courant dans le circuit d’excitation. La
rotation du disque est alors brutalement
Disque |de cuivre freinée pour devenir uniforme, elle ne
peut étre toutefois arrétée sinon les forces de
freinage s’annuleraient en méme temps que
les courants de Foucault.

De méme qu’un corps qui tombe dans
un milieu visqueux atteint une vitesse limite
pour laquelle la résultante des forces de
viscosité est égale et opposée au poids du
Poids moteur corps, de méme la rotation du disque devient

Fig. 106. uniforme lorsque le couple résistant exercé par

les forces électromagnétiques est égal au couple

exercé par le poids moteur. Dans les deux cas la diminution de I’énergie

potentielle de pesanteur est équivalente a la chaleur dégagée soit par
frottement, soit par effet Joule.

Si Pon emploie un disque divisé en secteurs par de nombreuses fentes
radiales on constate que le freinage est beaucoup moins énergique et que
la vitesse limite est plus grande, le phénoméne étant d’autant plus marqué
que le nombre de secteurs est plus grand. Ce résultat provient de la
géne apportée par les fentes au passage des courants induits.

La manifestation des forces résistantes proportionnelles & la vitesse est
utilisée dans nombre d’instruments de mesure pour amortir les oscilla-
tions d’un équipage mobile. Par exemple les oscillations d’une aiguille
ailmantée s’arrétent trés vite au voisinage d’une plaque de cuivre ou
d’aluminium, I’aimant provoquant dans la plaque conductrice des

Armature

Electro-aimant
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courants induits qui déterminent un couple résistant de sorte que tout
se passe comme si Paiguille oscillait dans un milieu trés visqueux.

Le phénomeéne des courants de Foucault fournit également le principe
du fonctionnement de compteurs électriques et celui des fours a induc-
tion ou les courants alternatifs sont induits dans la masse métallique
méme que 'on veut porter & une température élevée.

Par contre dans de nombreux appareils (transformateurs, alterna-
teurs, moteurs) ol un circuit magnétique se trouve placé dans une
induction alternative, les courants induits qui s’y produisent dissipent
de I’énergie sous forme de chaleur et par suite contribuent a diminuer
le rendement. Aussi emploie-t-on des noyaux de fer formés de téles
minces isolées les unes des autres par un vernis, ces tbles étant paralleles
aux lignes de I'induction variable, c’est-a-dire normales a la direction
dans laquelle les courants de Foucault tendent a se produire.

12-8. Quantité d’électricité induite dans un circuit.

Considérons un circuit fermé de résistance invariable R ne contenant
aucun générateur. Le flux d’induction & a travers le circuit variant, il
s’y produit une force électromotrice qui, a I'instant ¢, est

dd
6 = ——,
dt
Pintensité du courant induit est
j—f . 14®
R R dt’
et la quantité d’électricité transportée pendant le temps d¢ est
dd

dg =t dt =
! R

La quantité d’électricité transportée par le courant induit pendant
toute la durée de son passage, le flux d’induction variant de la valeur
initiale ®, a la valeur finale ®,, est

_ [Py — &
7 R

q est donné en coulombs, ® étant exprimé en webers et R en ohms.
Par suite :

La quantité d’électricité transportée par le courant induit ne dépend
que de la variation du flux d’induction (elle lui est proportionnelle)
et de la résistance du circuit (elle lui est inversement proportionnelle);
elle est indépendante de la durée de cette variation.
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Il est important de remarquer de nouveau (12-3) que le flux d’induc-
tion ¢ dont il est question est le flux total & travers le circuit, somme du
flux ¢ dit a I’'induction extérieure (flux extérieur) et du flux ¥, résultant
du passage du courant induit (flux induit). Cependant, les époques
initiale et finale étant celles ol commence (¢, = 0) et s’acheéve (i; = o)
le courant induit, les flux ¢, et &, sont les flux extérieurs initial et
final. Le fait que le flux induit n’intervient pas implique que la quantité
d’électricité transportée par le courant induit est indépendante de [’inductance du
circutt.

Les conclusions précédentes sont utilisables pour la mesure d’une
induction magnétiqgue. On utilise pour cela un galvanométre balistique
(16-7) dont I’élongation maximale « est proportionnelle 4 la quantité
d’électricité qui le traverse dans un temps trés court :

g = ka:

Soit une induction B que I’on peut supposer uniforme dans le domaine
restreint out on I’étudie. On dispose d’une bobine plate comportant N
spires de surface S; ses bornes sont reliées a celles du galvanométre
balistique, constituant un circuit de résistance R. La bobine est placée
normalement aux lignes d’induction de sorte qu’elle est traversée par
le flux &, = NSB; déplagons-la rapidement de fagon a ’amener dans
une région ou l'induction est nulle: on a donc ¢; = o et le galvano-
métre balistique donne

. ®,  NSB
g =rloa=0=——.
R R
On en déduit B (£, R, N et S étant connus).
Si nous avions retourné la bobine face pour face, nous aurions eu

|Py — @] = 2 NSB

et la déviation elt été double. C’est par cette méthode de retournement
que l'on peut mesurer les composantes horizontale et verticale de
Pinduction magnétique terrestre et par suite l’inclinaison.

Exercices.

Exercice 17. — Un avion se déplace horizontalement a la vitesse constante de
400 km a I’heure. Entre les extrémités de ses ailes est tendu un fil conducteur horizon-
tal, long de 14 métres, isolé a ses extrémités. La composante horizontale de I’induction
magnétique terrestre est égale 4 0,2 gauss ou 2. 10-5Wb.m—2, L’inclinaison est 60°,

Quelle est la valeur de la différence de potentiel qui apparait entre les extrémités
du fil?

« étant l'inclinaison et B, la composante horizontale de ’induction magné-
tique terrestre, la composante verticale est

B=Bytga=By\3=2 X 1,732.10°5 = 3,464.1075 tesla.



PHENOMENES D’INDUCTION ELECTROMAGNETIQUE 181

La force électromotrice induite est

5
E = Bly = 3,464.1075 X 14 X 4.10° 554.1072V = 54 mV.
3 6oo
Exercice 18. — Dans une induction magnétique uniforme et constante, B, un

cercle métallique de rayon a, d’auto-inductance négligeable, formé d’un fil de diamétre
d, de résistivité p, est mis en mouvement de rotation uniforme, de vitesse angulaire
w = 2xn, autour d’un diamétre perpendiculaire 3 B.

Io Définir le courant induit dans le fil.
20 Déterminer l’action mécanique de B sur le circuit.

3o Calculer la quantité de chaleur dégagée par seconde et la puissance qu’il faut
exercer pour maintenir le mouvement uniforme.

Application : B=1 Wb.m~2; a=2cm; p=1,6.108 Q.m; n = 50 s71; d=1 mm.
10 L’angle 0 étant ’angle que fait la normale au circuit avec B, nous avons

6 = wi = 2nni. Le flux d’induction magnétique a travers le circuit, 4 I'instant
t, S étant la surface du circuit, est

d = BS cos 0 = ®a?B cos wi;

la force électromotrice induite est

— __dE = wBS sin wi = Em sin wt.

dt

o

L’auto-inductance du circuit étant négligeable, l'intensité du courant
induit est, R étant la résistance,

<= %Bssin ot = T, sin wf = 1y/2 sin ot

1=
Application.
E, = 2n*1Bi® = 4x%.107? = 0,395 V™~ 0,4 V;
R = ﬂ‘ﬂ! = = (16)2107% = 2,56.1073Q;

Td? d
Im=&=154A; I=I—"12: 110 A.
R \/2

2° Le moment magnétique du circuit est b = S{ = ma®%. Le circuit est
soumis au couple instantané

2q2
C = BSisin§ = (iBﬁSksin2 wt}
sa valeur moyenne est
B252 m3nat n3
Q. == = = = 00 rd-1,
" TR R 52 097 J

3° La puissance transformée en chaleur dans le circuit est
P = RI% = 2,56.107%(110)2 >~ g1 W,
soit

= 3 ~ 7,4 cal, s71,

P
b= J 418
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La puissance qu’il faut fournir pour maintenir le mouvement uniforme est

P’ = wC = 2znC,, = 1007 X 0,097 =~ 31 W.

m m

L’égalit¢é P = P’ exprime la conservation de 1’énergie.

Exercice 19. — Une bobine plate circulaire est maintenue fixe dans le plan
méridien magnétique (fig. 107); elle comporte N spires de rayon a; la résistance de
son enroulement fermé est R, son auto-

aw inductance est négligeable. Au centre

de la bobine est placée une aiguille

% aimantée dont la longueur est petite

0 par rapport a a,son moment magnétique

= s B, est Jb; cette aiguille, horizontale, est
) mobile autour d’un fil de cocon vertical

B sans torsion, son moment d’inertie par

rapportacetaxe vertical est . On donne
la composante horizontale B, de I'in-
duction magnétique terrestre.

L’aiguille est écartée d’un petit angle 0, & partir de sa position d’équilibre et aban-
donnée sans vitesse initiale; on demande d’étudier son mouvement.

Fic. 107.

Dans sa position d’équilibre (0 = o), 'aiguille aimantée est dans le plan
méridien magnétique. Ecartée de cette position d’un petit angle 0, elle est

soumise a4 un couple de rappel de la part de 'induction magnétique terrestre,
couple dont le moment est

I' = — MbB, sin 0 ™~ — ALB,0.
Le mouvement de I’aiguille aimantée provoque dans la bobine la naissance
d’une force électromotrice d’induction ¢ et un courant induit i = -¢- . Ce courant
crée une induction magnétique B sensiblement uniforme dans la région ou se

déplace I’aiguille, au centre de la bobine. De ce fait ’aiguille est soumise 4 un
couple de rappel (d’apres la loi de Lenz) de moment

(1) I" = — AbBcos 0 = — poN b i cos ) ~ — oAb 1.
24 2a

Le travail I''d0 de ce couple pour une rotation df pendant le temps d¢ est
égal en valeur absolue 4 ’énergie électrique ¢i d! transformée en chaleur dans la
bobine par effet Joule, par suite

B g0 = BN i e

2a
d’otx
N d) e 1 pNAbdo
ea dt ’ R R 2a d’
et, d’aprés (1),
P s A G IR
R ( 2a ) t ’

R 2a
L’application du principe fondamental de la dynamique nous donne I’équa-
tion différentielle du mouvement de aiguille :

dz0
J s

en posant F = _L (ﬂ’%) : > o.

s F% + MUBy0 = o.
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Si le discriminant A = F2 — 4JJLB, est positif, le mouvement est apério-
dique, l'aiguille reprend sa position d’équilibre (en un temps théoriquement
infini) sans osciller.

Supposons le discriminant négatif; nous avons

F2 < 4JLB,,
et ’équation du mouvement, oscillatoire amorti, est

0 = 0y e~ cos wt,

F \/JIILB N A T Y
A=—3; w = 0 — —_ = (wi — A%
2] J 4J*
w, est la pulsation des oscillations non amorties, 0 = 0, cos wyt, qui se pro-
duiraient si la bobine était en circuit ouvert (R = oo); 'aiguille serait alors
soumise a la seule induction terrestre.

La période, ou plutdt la pseudo-période, des oscillations est T = =%, Aux
w

instants o, 1, ooz & I y (K + 1) I—, I’amplitude des oscillations est
2 2 2

avec

T T T T
—A -2k -k —Get 10—
005 0y =10 2, 0p = Oge ey 0 =100 By B =0 .

Les mesures de T et de 0, 0,,... permettent de déterminer A = »E; en effet
nous avons 2

c[c:
= o

I

= ¢ &

I
@1@
ol

0
Op+1
Remarquons pour terminer que la connaissance du mouvement de I’aiguille
permet de calculer

e = \/Fj—?= — wly/ F sin wi,

et par suite i = &
R

Exercice 20. — l° On considére un trés petit aimant ns de moment magnétique
Jb et I'on demande d’évaluer les composantes B, et B, de I’induction magnétique qu’il
crée au point M de coordonnées polaires 0 et r (B,, composante dans la direction du
‘rayon vecteur, et B,, dans la direction normale au rayon vecteur).

20 L’axe du petit aimant étant dans le plan de figure, on considére une spire circu-
laire de centre M. Elle est parcourue par un courant

B d’intensité i dans le sens indiqué sur la figure 108.
" ; .

Br La spire peut se déplacer de fagon que son !Jlan
reste normal au plan de figure et paralléle 3 I'axe
de I’aimant, le centre M décrivant autour de O la

X’ X circonférence de rayon OM = r.

Les dimensions linéaires de la spire sont petites

7 vis-a-vis de la distance r si bien que dans ce qui suit
on peut admettre que I’induction en un point quel-
0 conque du contour de la spire est sensiblement la
$ 0 méme qu’en son centre M.
Fic. 108. Déterminer I’angle 0 correspondant a un équi-

libre stable de la spire.

30 La spire étant placée dans la position ainsi déterminée on supprime le courant
qui la traversait et on la retourne de 180° autour d’un axe x’Mx paralléle 2 sn et situé
dans le plan de la figure.
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Exprimer la quantité d’électricité induite en fonction de b, de r, de la résistivité ¢
du métal constituant la spire et du volume v de métal. (La spire est supposée circulaire
et les dimensions de sa section droite petites devant sa longueur.)

Application numérique: b =2Am? r =20 cm; p = 1,6.10"% Q.m;
v = 0,64 cm3.

1° Le potentiel de 'induction magnétique en un point éloigné de coordonnées

polaires 0 et r est
V= P Ab cos 0
47 rd

Les composantes du vecteur magnétique suivant le rayon vecteur OM et
suivant la direction normale sont
B — __ 3V _ py2bcos 0,
" or  4=m r3

ST

20 Les positions d’équilibre stables de la spire sont celles pour lesquelles
le flux d’induction magnétique qui la traverse de sa face négative vers sa face
positive est maximal. Ce flux @ est la somme des flux produits par les deux
composantes B, et B,; nous avons, S étant la surface de la spire,

® =& + ® — S(B,sin0 4+ B, cos 0) = o S-i‘_:f sin 20,

4T
0 étant la seule variable, le flux ¢ est extrémal pour les valeurs de 0 qui
annulent
dd _ py 31bS
a0 E ;3 Cos 20,
c’est-a-dire pour 0 = + Toet 0= 4 (L - 1) — i377.
4 4 2 4
Les positions 0 = + T ot i 2%

4 4
pour lesquelles le point M est sur la

premiére bissectrice (fig. 10g) corres-

pondent & & > o, donc maximal; ce

sont des positions d’équilibre stable.

Par contre les positions 0 = — T et
s 4

0=+ 3% pour lesquelles le point M
4

est sur la seconde bissectrice corres-
pondent & ¢ << 0, donc minimal; ce
sont des positions d’équilibre instable.

3° Le flux d’induction magné-
tique correspondant a une position
d’équilibre stable est

¢} = o 3&% 3
4 2rd
il varie de
F1c. 100. AD — o — Po 3.4bS
4 r®

lorsqu’on retourne la spire face pour face (le courant ¢ ayant été au préalable
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supprimé). Le courant induit par cette opération transporte une quantité

d’¢lectricité
AD _ po 3db S

I "R "4 R

Soit a le rayon de la spire, | = 2ra sa longueur; s étant la surface de la section
du fil, le volume du métal est » = 2mas. Nous avons d’autre part S = r=a?

Par suite

Z 2 2.2
R=P—=PL—P4TCLZ :LT:PS,
5 ) v v
__ o 3Mb @
4m 1 4mp

g = 2,4.1074C = 0,24 mQC,




CHAPITRE XIII

AUTO-INDUCTION.
INDUCTANCE MUTUELLE (*).
REGIMES VARIABLES

13-1. Le phénomene d’auto-induction. Expérience.

Un courant dans un circuit crée un champ magnétique dans ’espace,
les lignes d’induction traversant toutes le contour du circuit, de sa face
sud vers sa face nord; celui-ci est donc traversé par un flux d’induction
qui est invariable en régime permanent. D’aprés la définition déja
donnée (8-8) de l'inductance L d’un circuit rigide, nous avons, L
étant toujours positif,

¢ = L.

En régime variable, I'induction et par suite son flux a travers le
circuit varient et celui-ci est le siége d’une force électromotrice ¢, dite
force électromotrice d’auto-induction (on dit également de self-induction).

Le phénomeéne d’auto-induction se manifeste lors de 1’établissement
et de la suppression d’un courant continu, il intervient constamment en
courant alternatif ol il joue un réle essentiel. Il obéit évidemment a la
loi de Lenz, de sorte que si l'intensité ¢ croit, ¢ est une force contre-
électromotrice, si elle décroit ¢ est une force électromotrice, par suite e

. . di
a le signe contraire de —.
dt

L’auto-induction est particulierement marquée dans les circuits
comprenant une bobine ayant un grand nombre de spires sur un noyau
de fer formant un circuit magnétique d’entrefer réduit; un électro-aimant
en U dont on ferme le circuit magnétique avec une armature de fer
doux, les inducteurs d’une dynamo, conviennent particuliérement bien
a la mise en évidence de I'auto-induction.

(*) Programme de Mathématiques spéciales B.
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Expérience de Faraday.

La figure 110 schématise le montage. Le circuit, rattaché aux bornes
M et N du secteur continu,
comprend en série un ampere-

M _@ - meétre A, un électro-aimant E,
K = un rhéostat Rh et un interrup-
;E teur K; un voltmétre V est en
b = dérivation aux bornes de E.
b = Quand on ferme Pinterrup-
i == teur, l’indication de I’ampere-
— M L ] metre s’éléeve lentement alors que
N Rh | le voltmétre donne la sienne

Fic. 110. immédiatement; le courant

d’auto-induction, dont le sens

est inverse de celui du courant en régime permanent, retarde I’établisse-

ment de celui-ci. Lorsqu’on coupe le courant, 'ampéremétre revient

au zéro alors que le voltmeétre dévie en sens contraire pendant un temps

trés court par suite de la force électromotrice d’auto-induction dans
I’électro-aimant.

Si I’on remplace le voltmeétre par une lampe éclairant a peine en
régime permanent (on obtient ce résultat en agissant sur le rhéostat),
on constate qu’en ouvrant 'interrupteur la lampe brille d’un vif éclat
avant de s’éteindre.

13-2. Formule fondamentale. Nouvelles définitions
d’unités S.I.

Soit ¢ I’'intensité du courant a P’instant ¢{; nous avons
(1) d = L.

Le circuit étant supposé rigide (L défini et constant), 'intensité i varie
de di de linstant ¢ a linstant ¢ 4 df, la force électromotrice d’auto-
induction est donnée par la formule fondamentale de l’induction;
d’ou il résulte, d’apres la formule (1),

(2) e=——L%.

Par suite de cette formule fondamentale :

Dans un circuit linéaire rigide parcouru par un courant variable, la force
électromotrice d’auto-induction est proportionnelle & la dérivée de Pintensité par
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rapport au temps; ¢’est une force contre-électromotrice si I’intensité du courant est

. d L] 7 . . . )
croissante ( ?; > o> ; ¢’est une jforce électromotrice si elle est décroissante (% & 0)-

Remarquons que ¢ est constante si I’intensité ¢ croit ou décroit suivant
une loi linéaire (variation uniforme).

En fait, les unités S.I. de P’électromagnétisme ne sont pas définies
dans 'ordre que nous avons suivi. Pour des raisons pratiques relatives
aux conditions ou les grandeurs électromagnétiques sont susceptibles
de mesures précises, la succession des définitions des unités dérivées
S.I. de I’électromagnétisme fait intervenir les phénomeénes d’induction
dans les relations de définition suivantes :

Différence de potentiel électrique U, P = UL,

Inductance électrique, le] = L % :
i a " dod

Flux d’induction magnétique, le|] = — |

Induction magnétique, & = BS.

Nous reproduisons ci-dessous les définitions des unités correspon-
dantes dans les termes mémes du décret du g mai 1961.

L’unité de force électromotrice et de différence de potentiel est le volt :

Le volt est la différence de potentiel électrique qui existe entre
deux peints d’un fil conducteur parcouru par un courant constant de

| ampére, lorsque la puissance dissipée entre ces deux points est égale
a | watt.

Lunité d’inductance électrique est le henry :

Le henry est I’inductance d’un circuit fermé dans lequel une force
électromotrice de | volt est produite lorsque le courant électrique qui
parcourt le circuit varie uniformément & raison de | ampére
par seconde.

Le henry est ainsi défini en tant que volt X seconde/ampére (V.s.A™1),
L’unité de flux magnétique est le weber :

Le weber est le flux magnétique qui, traversant un circuit d’une
seule spire, y produit une force électromotrice de | volt, si on I’améne
a zéro en | seconde, par décroissance uniforme.

Le weber est ainsi défini en tant que volt X seconde (V.s).

L’unité d’induction magnétique est le tesla :

Le tesla est I’induction magnétique uniforme qui, répartie normale-
ment sur une surface de | métre carré, produit a travers cette surface
un flux magnétique total de | weber.

Le tesla est ainsi défini en tant que weber par métre carré (Wb.m=2),
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13-3. Calcul et mesure d’une inductance. Inductance
d’une portion de circuit.

Nous avons déja donné (8-8) des indications sur le calcul de I’induc-
tance propre d’un circuit; il se raméne a celui du flux d’induction propre
correspondant & un courant de 1 ampere.

TLa formule de Biot et Savart, les définitions du flux d’induction et
de I’'inductance propre, montrent que les dimensions d’une inductance
dans le vide sont celles de p, multiplié par une longueur. Le quotient

L homogéne a une longueur traduit le fait qu’il ne dépend que de
o
caractéristiques géométriques, forme et dimensions, du circuit; la défor-

mation d’un circuit entraine la variation de son inductance. Méme dans
les cas les plus simples comme celui d’une spire circulaire, les calculs
sont compliqués et nécessitent des approximations; nous allons nous borner
a celui d’une valeur approchée pour un long solénoide dont nous supposons
les extrémités réunies de facon a ce qu’il constitue un circuit fermé.

Nous utilisons les notations déja employées et nous supposons qu’a
Pintérieur du solénoide l'induction est uniforme et égale a pyni. Le
flux total & travers les N = n/ spires de surface S est

b — puNSi — ;Aol\%z Si.

Par suite 4 étant le diameétre d’une spire,

N2 wd® N2
L = P*OST: E’“OFC Sk a
4 1

Remarquons que, £ = =dN représentant la longueur du fil conduc-
teur qui constitue le solénoide, la formule précédente peut encore
s’écrire

2 W2
L= lLO-""T = 10—7“’7,
47

- . L 1 by
qui montre bien que — est homogéne a une longueur.
o
Par exemple, pour d = 5 cm, N = 5000, / = 40 cm :

$2 = 7z2N2d? = 9,87 X 25 X 10% X 25 X 107% = 625 X 987,
L = 1077. b2 X 987 _ 0,15 H.
0,4
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La formule obtenue pour un long solénoide n’est qu’approchée
puisque I'induction n’est pas rigoureusement uniforme dans une section,
particuliérement aux extrémités ol les lignes d’induction s’épanouissent;
Uapproximation est d’autant meilleure que la bobine est plus longue.

L’introduction d’un noyau de fer dans le solénoide augmente forte-
ment l'inductance propre, mais celle-ci est alors mal définie, méme
dans des conditions de fonctionnement bien déterminées; cela provient
du fait que la perméabilité relative p. du fer dépend non seulement de
I'induction dans laquelle il est placé, mais aussi des traitements magné-
tiques antérieurs qu’il a subis. Aussi les inductances étalons ne doivent pas
comporter de noyau ferromagnétique. Les constructeurs fournissent des
bobines étalonnées dont les inductances s’échelonnent de 0,01 4 10 henrys.

Le plus souvent une inductance L se détermine expérimentalement.
On peut pour cela mesurer a I’aide d’un fluxmétre (16-8) la variation
® = LI du flux propre lorsqu’on ouvre le circuit parcouru par le cou-
rant I. Toutefois la méthode la plus simple consiste a opérer en courant

alternatif, L se déduit d’une mesure d’impédance Z = \/R2 4 L2u2,

Nous n’avons jusqu’ici défini que I’inductance d’un circuit fermé
complet, la définition reste cependant valable pour une portion de cir-
cuit, si ’on suppose, comme nous I’avons fait pour le solénoide, que ses
deux extrémités sont réunies ou méme seulement trés voisines.

Il ne faudrait cependant pas croire que les inductances, toujours
positives rappelons-le, s’ajoutent purement et simplement lorsqu’elles
sont en série. Considérons par exemple un circuit formé de deux bobines
en série, d’inductances propres respectives L, et L,, de résistances R,
et R,, les fils de connexion étant torsadés de fagcon que la surface du
circuit soit pratiquement celle des bobines. Supposons qu’un généra-
teur établisse une différence de potentiel variable # aux bornes de
I’ensemble des deux bobines. L’application de la loi d’Ohm a I’instant
t, sous la forme

u= (R, + Rp)i + (Ly + Ly) 2,

n’est valable que si les deux bobines sont suffisamment éloignées I'une

de ’autre pour qu’on puisse négliger les flux que chacune d’elles envoie

dans lautre; dans ce cas en

effet le flux total a travers le

circuit se réduit bien a (L, + Ly)z.

Les considérations précédentes

nous montrent que I'on peut

Fic. 111. réaliser une inductance trés faible

en repliant un fil conducteur

isolé sur lui-méme avant de ’enrouler sous forme de bobine (fig. 111);

chaque spire double est alors composée de deux spires enroulées en sens
inverses et la surface totale de la bobine se trouve étre trés réduite.
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13-4. Inductance mutuelle de deux circuits linéaires
rigides (*).

1° Inductance mutuelle,

Soit deux circuits linéaires rigides C; et G, en présence dans le vide
et parcourus par des courants dont les intensités I, et I, sont maintenues
constantes.

C, envoie dans G, le flux d’induction ®,, = M, I, et C, envoie
dans C; le flux d’induction ¢,; = M,;I,, les grandeurs M,, et M,,
¢tant de la méme nature qu’une inductance propre.

I, et I, étant maintenues constantes et G, étant immobilisé, transpor-
tons C, de sa position actuelle & l'infini; d’aprés la loi de Maxwell le
travail des forces électromagnétiques appliquées a C, est

W, = —Ld,, = — LILM,,.

De méme, reprenant les circuits dans leurs positions initiales, trans-
portons G, a 'infini; le travail des forces électromagnétiques qui lui sont
appliquées est

W, =—-1,6,;, = — LLILM,,.

Dans les deux cas les positions relatives finales des deux circuits
sont les mémes puisqu’ils sont infiniment loin 'un de ’autre. Or, dans des
positions quelconques, C; et C, sont soumis a des forces formant des
torseurs opposés, en vertu du principe de I’égalité de ’action et de la
réaction. Par suite les travaux W,; et W, sont égaux, ce qui entraine
My, = M, = M.

M, homogeéne & une inductance propre, est ’inductance mutuelle des
deux circuits dans les positions relatives ot nous les avons considérés.

M by b} L by
— est homogéne a une longueur; M s’exprime en henrys dans le systéme

Mo
S.1.

L’inductance mutuelle M de deux circuits dépend de leur forme et
de leurs positions relatives. Tandis qu’une inductance propre L. est
toujours positive, M peut étre positive ou négative; elle change de signe
lorsqu’on inverse le sens de I’'un des courants.

Considérons par exemple un long solénoide S; (7 spires par métre)
parcouru par I, et une bobine circulaire plate S, (IN spires de surface
S) parcourue par I,. Lorsque les deux bobines sont coaxiales, S; envoie
dans S, un flux dont le module est

®f — wnL,NS — [M]L,.

(*) Ce paragraphe ne figure qu’au programme de Math. Sp. B.
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M = pnNS doit étre affecté du signe -+ si les courants circulent dans
le méme sens, du signe — s’ils circulent en sens inverses. Si les axes,
orientés d’apreés la convention de

S rotation, font entre eux I’angle

6 (fig. 112), on a, en grandeur et

I -
v ) __I:Il____l_ en signe,
LTS |
: - ; M = pnNS sin 6.

M>0 \N Remarquons qu’il et été im-
praticable de calculer M en re-
cherchant Dexpression du flux
envoyé par S, dans S,.

En principe M peut étre déterminé soit par &, , = MI,, soit par
$,y,, = MI,. Un des procédés peut étre beaucoup plus simple que I’autre,
comme nous venons de le voir. Un exercice classique consiste a calculer
M dans le cas d’un conducteur rectiligne indéfini placé dans le plan
d’un circuit rectangulaire dont deux c6tés lui sont paralléles; le calcul
facile est alors celui du flux envoyé par le courant rectiligne a travers
le courant rectangulaire.

Il est évident que si 'un ou l'autre (ou les deux) circuit comporte
un noyau ferromagnétique les restrictions relatives a la définition de L
sont également a faire pour M. L’introduction d’un noyau de fer a
Pintérieur des deux circuits a pour effet d’accroitre fortement M, en
particulier M est trés grand pour deux enroulements sur le méme circuit
magnétique.

Fic. 112.

2° Couplage par induction mutuelle.

Reprenons C; et G, dans les positions relatives pour lesquelles leur
inductance mutuelle est M ; ils sont parcourus a 'instant ¢ par les courants
2; et 1,. Les circuits rigides étant immobilisés, toute variation d’intensité
dans I'un entraine la naissance d’une force électromotrice d’induction
dans lautre, et ’on dit que les circuits sont couplés par induction.

Si 7, varie de di; pendant la durée df la force électromotrice dans le
circuit G, (M étant constant) est

€y = _ A4y, = __d(Myz) e Mﬁ
dt At dt
On a de méme dans C,
di
— — M%,
& dt

I1 est essentiel de remarquer que les flux &, , et ®, ; ne sont pas les
flux totaux a travers C, et C,, de sorte que les forces électromotrices
e; et ¢; ne sont pas les forces électromotrices totales produites par les
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variations des intensités; il faut ajouter les forces électromotrices d’induc-
tion propres a chacune d’elles.

Les calculs d’inductances mutuelles sont difficiles en général. Leur
détermination expérimentale peut se faire de la fagon suivante :

C, est parcouru par un courant d’intensité I; tandis que C,, ne
comportant pas de générateur, est fermé sur un galvanomeétre balistique
(ou sur un fluxmeétre). Coupons brusquement le courant I, au bout d’un
temps trés court les circuits ne sont parcourus par aucun courant;
cependant, par suite de I'induction mutuelle, C; a été traversé par la
quantité d’électricité

_ MI,
R,

R, étant sa résistance. La mesure de ¢ permet celle de M.

32 Retour sur I’'inductance d’une portion de circuit.

Revenons sur la question de l’inductance propre d’une portion de circuit
formée de deux bobines en série, couplées par induction de sorte que leur
inductance mutuelle M (positive ou négative) ne soit pas nulle. L, et L,
étant les inductances propres des deux bobines, chacune d’elles envoyant
le flux M: dans I’autre, le flux total a travers la portion de circuit (formée
par les deux bobines) est

& = (L; + L, + 2M)i.

R = R; + R, étant sa résistance, la loi d’Ohm a l’instant ¢ s’exprime
par
- di ; di
u= Rz + (L1+L2+2M)E:RZ+LE'

L’inductance propre du circuit est alors
L=1L, + L, + 2M.

Or, le module de M: est inférieur a Lz et & Ly puisque chacune des
bobines ne peut qu’au plus envoyer son flux propre dans l’autre, par
suite

2|M| < Ly + L.

I1 en découle que L est forcément positif, pouvant étre, suivant le signe
de M, supérieur ou inférieur a L; + L.

Considérons par exemple deux spires jointives identiques en série
et soit L; ’inductance propre de chacune d’elles. Si elles sont enroulées
dans le méme sens leur inductance mutuelle est M = L,; et 'inductance

DEVORE-ANNEQUIN. — FElectricité I1. 7
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propre de I’ensemble est

Par contre celle-ci est nulle si les sens d’enroulement sont inverses
puisque alors M = — L.

Ce que nous venons de dire reste valable si, au lieu de deux spires,
nous disposons de deux bobines identiques placées I'une contre 1’autre.
On congoit qu’on réalise une inductance variable en faisant tourner 1'une
des bobines autour d’un diamétre commun, son retournement face pour
face fait varier L de 4L, a zéro, en passant par la valeur 2I; lorsque les
plans des deux bobines sont rectangulaires : on a alors M =

40 Systémes des forces appliquées a deux circuits en présence.

Soit deux circuits linéaires indéformables C, et G, parcourus par les
intensités I, et I, et soit M leur inductance mutuelle. C,; envoie a travers
G, le flux &, , = MI,.

Supposons que C, subisse une trés petite translation dx dans la direc-
tion Ox (I, et I, étant maintenues constantes), le travail des forces électro-
magnétiques appliquées a C, est

W = 1,201y — 1.2 M gy — X g,
ox ox

Dans cette expression

X = 1,1, 2M
ox

est la composante suivant Ox de la résultante des forces appliquées
a G,

En considérant de méme une petite rotation da autour de Ox nous
obtenons la composante I', suivant Ox du moment résultant des forces
appliquées :
oM
da

r.=1LI,—

Nous pouvons ainsi définir le torseur des forces appliquées par sa résul-
tante générale (X, Y, Z) et par son moment résultant (T, T',, T",).

Soit par exemple deux bobines longues C, et C, coaxiales. La bobine
extérieure C,, parcourue par I,, comporte 7, spires par métre; la bobine
intérieure G,, parcourue par I, qui a le méme sens que I, comporte Ny
spires (de surface S;) par métre. Une extrémité de C, est dans une région
ou I'induction produite par C, est B, = pyn 1, alors que I'autre extrémité
est suffisamment éloignée pour que B, y soit nulle.

Par raison de symétrie C, est soumis & une force F dirigée suivant
Paxe. Pour un petit déplacement dx de C, qui le fait pénétrer plus loin
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dans C;(dx > 0), le nombre de spires placées 4 'intérieur de C,; augmente
de n,dx et le flux a travers C, augmente de

d®y,3 = pona dx SuB; = penS,I; dx = I, dM.,

Par suite
aM

| == p.oﬂlnzsz, F S [J10n1n28211:[2o

dx

La force F serait répulsive si les courants circulaient en sens inverses
dans les deux bobines.

13-5. Etablissement d’un régime permanent dans un
circuit.

Considérons un circuit de résistance R, d’inductance L et compre-
nant un générateur de force électromotrice E. En régime permanent
Iintensité du courant est

E

L=
R

Par suite du phénoméne d’auto-induction Pintensité ¢ du courant
ne passe pas de zéro & I d’une fagon discontinue lorsqu’on ferme le
circuit a I'instant { = o. Dans ’application de la loi d’Ohm 4 Pinstant ¢,
il faut tenir compte de la force électromotrice d’auto-induction et écrire

E—L% _Rj

dt
ofg 2 B
R dt
Le second membre de cette équation étant homogéne a une intensité,
la grandeur © = %est homogéne a un temps : on 'appelle Ia constante

de temps du circuit; nous avons donc

—di ___ dt

I—: T

équation dont 'intégration, compte tenu des conditions initiales (£ = o,
{ = 0), donne
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ou
g == I(I ——e_‘i).

Théoriquement lintensité n’atteint sa valeur de régime I qu’au
bout d’un temps infini (fig. 113); cependant elle est en général pratique-
ment atteinte en un temps treés

i court. Si nous considérons que ¢ est
égal a I s’il n’en différe que de 10—
I — en valeur relative, la durée ¢ d’éta-

blissement du courant est donnée par
=TL0gL. 10 = 2.3 X 4 7= 0,2 7.

Pour L. = 0,1 H, qui est déja une
assez forte inductance, et R = 100 Q,
0 t  nous avons 1= 103 et

I1c. 113.

f = g,2.107° § 20,01 &.

Ainsi, sauf pour des circuits trés inductifs comportant, comme les électro-
aimants, des bobines avec noyau de fer, le régime permanent est pratique-
ment atteint en un temps inférieur a o,or s.

13-6. Rupture du courant dans un circuit inductif.

Reprenons le circuit du paragraphe précédent lorsqu’il est parcouru

par le courant d’intensité I :T{_’ nous pouvons supprimer celui-ci
de deux facons :

1° Par ouverture de I’interrupteur K.

Supposons que cette opération puisse étre effectuée de fagon que les
bornes de Pinterrupteur soient éloignées en un temps trés court. Il
nait pendant ce temps une force électromotrice d’auto-induction trés
¢levée dans le sens du courant supprimé et, 'interrupteur ouvert cons-
tituant un condensateur (de trés faible capacité), celui-ci se trouve
chargé pour se décharger ensuite a travers le circuit.

En fait, dés que les armatures de ce condensateur sont écartées
I’une de I’autre, il se produit entre elles une étincelle, étincelle de rupture,
le phénomeéne étant analogue a celui qui se manifeste lorqu’on cherche
a charger un condensateur sous une tension trop élevée (Electricité I,
7-12). Par suite un courant, courant de rupture, passe dans I’étincelle
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en prolongeant le courant supprimé. Il n’est pas possible de soumettre
le phénomeéne au calcul parce que la résistance du circuit, comprenant
celle de I’étincelle, est variable et indéterminée.

Si la rupture d’un circuit trés inductif (circuit d’un électro-aimant
par exemple) était trés rapide, il subsisterait une force électromotrice
élevée au moment ou I’étincelle cesserait, par suite d’autres étincelles
pourraient se produire entre des spires du circuit et détériorer leur iso-
lant. De toute fagon I’étincelle détériore les contacts des dispositifs pour
ouvrir des circuits (disjoncteurs); aussi convient-il de réduire progressi-
vement, a I’aide d’un rhéostat, le courant dans un circuit trés inductif.
On réduit également [’étin-
celle en disposant un
condensateur de capacité
convenable en dérivation
aux bornes de linterrup-
M teur; I’extra-courant de rup-
ture charge ce condensa-
teur qui se décharge ensuite
a travers le circuit.

On met en évidence le
T phénomeéne de I’étincelle de

Lime rupture en remplacant I’in-

Fic. 114. terrupteur d’un circuit treés

inductif (fig. 114) par une

lime sur laquelle on déplace une tige métallique; on produit ainsi de

brillantes étincelles de rupture correspondant aux nombreuses interrup-

tions du courant. Les étincelles sont beaucoup plus réduites si le circuit
est peu inductif.

I ]

Electro-aimant

20 En court-circuitant le générateur.

L’opération s’effectue en fermant linterrupteur I (fig. 115). Soit
R la résistance du circuit fermé sans
générateur ainsi constitué (on pourrait
s’arranger pour qu’elle reste ce qu’elle
était en remplacant le générateur par
une résistance égale a la sienne).
Le probléme peut étre soumis au K/
calcul.

A linstant ¢ = o les conditions sont
E=o0, t=1; la loi dOhm appliquée
au circuit a l’instant ¢/ donne

M

L OO0 0000 00 _Im

Fic. 115.
di .
— L= =R
dt ’
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ou
di R t " : ¢
= = d’ou Log, — = ——
Z L T 67 T
(7 et finalement
il
I z == [

L’intensité de 'extra-courant de
rupture tend vers zéro en un temps
théoriquement infini suivant une
loi exponentielle (fig. 116). En fait,
Iintensité devient pratiquement

0 t  nulle en un temps généralement
Fic. 116.

trés court et est réduite au dix-
millicme de sa valeur initiale en un temps = 9,2 .

13-7. Energie électromagnétique.

Nous venons d’étudier les régimes variables correspondant a I’établis-
sement et & la rupture d’un courant constant; nous allons maintenant
nous placer au point de vue énergétique en leur appliquant le principe
de la conservation de I’énergie.

10 Etablissement du courant.

A Pinstant ¢ nous avons

. di

E=R:+4+ L—
a1

d’ol1, en multipliant les deux membres par ¢ d¢ de fagon a faire apparaitre

les énergies mises en jeu pendant le temps d¢ :

Eidi— Ri2dt - Lidi — Ri* dt + d(i, Li2>.
2

Le terme Eidt représente I’énergie fournie par le générateur, le
terme Ri2 df I’énergie calorifique dissipée dans le circuit par effet Joule.
Quant au terme

AW — d(i L2 )
2
on est conduit a admettre qu’il correspond a l’accroissement progressif

du flux d’induction propre a travers le circuit : dW est I’augmentation
de ce que 'on appelle I’énergie électromagnétique W.
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Quand le courant atteint la valeur I du régime permanent, I’énergie
électromagnétique correspondante est

I
W= [ dW =L 1LIe,
J, :

On considére que cette énergie, fournie par le générateur, est mise en
réserve dans tout ’espace vide sous forme d’énergie électromagnétique.

2° Suppression du courant.

Considérons tout d’abord le cas (13-6, 2°) ol 'on court-circuite le
générateur a 'instant £ = o. L’énergie électromagnétique W est restituée
au milieu extérieur (elle avait été fournie par le générateur) sous forme
de chaleur dans le passage de I’extra-courant d’auto-induction.

A Pinstant ¢ nous avons Ri + L, % = 0, par suite

Ri*dt — — d (_I_ Li2> — __4W.

-

— dW représente la diminution de I’énergie électromagnétique et Ri? dt
Peffet Joule pendant le temps dt.
L’énergie totale transformée en chaleur par D’extra-courant est

o 0
f Rizdt:—-f d(LLz‘2>=_LL12=W.
0 1 2 2

Nous retrouvons I’expression de I’énergie électromagnétique corres-
pondant a I’établissement du courant.

Dans le cas o1 ’on ouvre I'interrupteur K (13-6, 1°) aux bornes duquel
un condensateur est en dérivation, I’énergie W est d’abord transformée

’ . ’ - I ’ A ’
en énergie électrostatique — CGU? égale a celle du condensateur chargé,
2

puis en chaleur pendant la décharge du condensateur dans le circuit.
S’il n’y a pas de condensateur, I’énergie électromagnétique apparait en
définitive sous forme de chaleur dans I’étincelle et dans le circuit.

13-8. Localisation de I’énergie électromagnétique. Rela-
tion de Maxwell.

Nous avons vu (Electricité I, 8-5) que I’on est conduit a considérer
Iénergie électrostatique comme répartie cans le vide avec la densité
volumique

M:LEEZW
dv 2
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On établit que I’énergie électromagnétique W est également localisée
dans tout ’espace vide avec la densité volumique

(1) dW __ 1 B? 1

B étant I'induction et H Pexcitation magnétique au point considéré.
Montrons que si ’on admet la formule (1) on retrouve bien I’expres-
sion

W= 1112
2

pour un circuit linéaire rigide de contour C dans le vide (fig. 117), d’in-
ductance propre L et parcouru par un courant d’intensité constante I.
Considérons pour cela un tube élémentaire d’induction et, dans
ce tube, un élément de volume

d* = dX di,

de section d¥ et de longueur 4/, limité
par deux surfaces équipotentielles infini-
ment voisines. L’énergie 4*W localisée
dans ce volume est

W — L pegy — LBy s

219 2 o

L’énergie électromagnétique localisée
dans le volume du tube est, en tenant
compte de ce que le flux d’induction

Fic. 117. 4% — B d3
est constant dans tout le tube,
W =184z [ B2,
2 | R

Pintégrale étant étendue 4 un parcours le long d’une ligne d’induction I'.

D’aprés le théoréme d’Ampéere la circulation de B le long de T est
égale a I, par suite to

dW = —IBdX =—1dd.

I I
2 2

Si nous considérons une surface S quelconque limitée au contour C,

I’intégrale
ﬁﬁ.%zﬁd@z@
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est égale au flux d’induction propre @ du circuit par suite de la définition
méme de I'inductance propre ® = LI, et ’énergie électromagnétique W
s’obtient en faisant la somme des énergies dW pour I’ensemble de tous
les tubes d’induction :

o A
W=211(B.4d88="Li1p =
5 :

L’expérience conduit & admettre que la répartition de Iénergie électromagné-
tique dans le vide correspond a une réalité physique.

Si P’on considére la décharge oscillante d’un condensateur dans un
circuit inductif (I’ensemble constitue un circuit oscillant), un élément de
volume pris dans le vide contient a4 la fois une énergie électrostatique

I 2 - 1 B : . :
¢oE2dv et une énergie électromagnétique — —,ces énergies subissant

2 2 o

des variations périodiques. Le phénoméne correspond a la propagation
d’ondes électromagnétiques avec la célérité ¢ de la lumiére dans le vide,
son étude conduit précisément a la relation de Maxwell

2 __
Egipl ™ = 1

qui lie ¢ aux constantes dimensionnées que sont la permittivité et la perméa-
bilité du vide. Elle subsiste sans modification dans le systéme S.I. non

rationalisé avec ej = 4=z, et py = 22,
47
Pour interpréter le résultat négatif de la célébre expérience de Michel-

son et Morley (Mécanique II), Einstein proposa en 19o5 d’admettre qu’il
est impossible de mettre en évidence une variation de la vitesse de la
lumiére dans le vide pour les observateurs en mouvement rectiligne et
uniforme. Cette hypothése de base de la relativité restreinte s’énonce :

La vitesse de la lumiére, ou plus généralement d’'une onde électro-
magnétique, dans le vide, est un invariant dans tous les référentiels
en translation uniforme les uns par rapport aux autres.

Il en découle que le produit eqpy, homogeéne a P'inverse carré d’une
vitesse, est, comme ¢, un « invariant relativiste ».

13-9. Décharge d’'un condensateur dans un circuit
inductif.

Nous étudions la décharge d’un condensateur de capacité C dans une
bobine de résistance R et d’inductance propre L. A l'instant initial, celui
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olt 'on ferme l'interrupteur K (fig. 118), la charge du condensateur est

Q= C(U,—U,;) = CU

12 A[ IB . et I'intensité du courant dans le circuit est
\(r—— \ 1 nulle.

C A Pinstant ¢ la charge est ¢, la différence

de potentiel est u = u, — u, et Pintensité

K / est ¢, comptée positivement de ’armature A

primitivement positive vers l’armature B.
La loi d’Ohm appliquée a P’instant ¢ donne

LR . di
=—Q—=R L—;

y agq
et 'on a i = =1
Fic. 118. ,'t,

parce que la quantité d’électricité ¢ df transportée par le courant pendant
le temps dt tend a décharger le condensateur.

Prenons ¢ comme variable; les relations précédentes fournissent
I’équation différentielle qui régit la décharge:

d*q g , q __
L+ By +-g=0o

équation différentielle du second ordre, & coefficients constants et sans second
membre.

La forme de l’intégrale de cette équation dépend de la nature,
complexe ou réelle, des solutions de I’équation caractéristique

Lx?2 4+ Rx 4+ — = o,

1
C
et par suite du signe de son discriminant

L
A—Re_ 4L,
¢

1° Décharge apériodique.

Si la résistance R est sufflisamment grande,

i
R RG: ——y
= 2\/0

le discriminant A est positif. I’équation caractéristique a deux racines
réelles négatives, — a et — f.
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L’intégrale générale est
g = Ae—  Be¥,

d’oli, en tenant compte des conditions initiales (( =0, ¢=Q,

dt
g= (@ —ae), i=Q-_ % (),
B—a p—u«

La figure 119 représente les variations de ¢ et de 7 en fonction du
temps; elles ont toujours le signe de Q, et tendent asymptotiquement
vers zéro lorsque ¢ tend vers
Pinfini (z, partant de zéro, passe
par un maximum).

Un cas particulier est celui o
L est trés faible (circuit non
inductif) ; ’équation différentielle
se réduit alors a

dg , q _4d9 | g9 _
TR T

T

On obtient les équations
) o
g = Qg T L= g e "3

en I’absence d’effet d’auto-induc-
tion qui retarde I’établissement
du courant de décharge celui-ci
s’établit instantanément. ¢ et ¢

décroissent exponentiellement
avec la constante de temps
Fic. 119. r = CR.

Un cas plus particulier encore
est celui ou, C et L étant donnés, la résistance a la valeur R = R,
appelée résistance critique. Le discriminant A est alors nul et I’équation

caractéristique admet la racine double a = S obtient les inté-
grales 2

g = Q1+ a)e=, i=Q a2,

la décharge est encore apériodique. On démontre que, pour les mémes
valeurs de L et de C, la résistance critique est celle pour laquelle ¢ et ¢
tendent le plus rapidement vers zéro; les courbes correspondantes sont
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au-dessous de celles pour lesquelles R est supérieur a Rg; le régime de

décharge est le régime critique.

2° Deécharge oscillatoire amortie.

Si la résistance est inférieure & la résistance critique,

R<Rc:

an
C)

le discriminant A est négatif et les racines de I’équation caractéristique

sont imaginaires, — A @&= jw, avec

R
)\=—‘; ==
2L, ® \/

g est alors de la forme

4_~L2 \/“_ 4

g = Ae™ cos (wf — 9),

et Pintensité

1 = Ae ™[k cos (of — ¢) + wsin (wf— g)],

A et ¢ étant déterminés par les conditions initiales 7 =0, ¢ = Q,
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Fic. 120.

= —-Z—? = 0. La charge et I’inten-

sité sont des fonctions sinusoidales
amorties du lemps; les courbes
(fig. 120) sont comprises entre
deux exponentielles symétriques
par rapport a ’axe des temps.
R &S 3
= — caractérise [’amor-
2L,
tissement; celui-ci est d’autant
plus rapide que la constante de
1 2L

b wak est plus petite.

T =27 est la pseudo-période.
W

Sil’amortissement est faible, 2.2 est

temps 7

2

négligeable par rapport a CLL = wyg

dans 1’expression de o et I’on a

Te=2E a2 _ T ng \/GL
W

Wg

T, est la période propre du

circuit caractérisé par la capacité C et I’inductance propre L.
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Enfin, si dans I’équation différentielle

R dg ,
dt2 & X L dt+C a’t2

7+ o g—l—wﬁgzo,

le second terme, terme d’amortissement, est négligeable, ce qui corres-
pond & un circuit inductif de trés faible résistance, ’équation se réduit a

d.tz —{— wgg == O.

La décharge cst alors sinusoidale non amortie; on a, compte tenu des
conditions initiales,

¢ ; . e . ¢
0 0

la période des oscillations est alors la période propre du circuit. D’une
facon générale la pseudo-période d’un régime oscillatoire amorti
difféere d’autant moins de T, que A est plus petit.

Exercices.

Exercice 21. — Une bobine plate de surface S = 5 cm?, comportant N = 100
spires, est placée au centre d’un solénoide trés long, d’axe horizontal, qui comprend
2 500 spires par métre; elle est fixée dans un plan horizontal a I’extrémité du fléau
d’une balance. Un plateau est fixé a I'autre extrémité du fléau a la distance d = 12,5 cm
de I’aréte du couteau central. La balance est en équilibre lorsqu’il ne passe aucun courant
dans le solénoide et la bobine placés en série.

le On lance un courant d’intensité i = | A dans I’ensemble. Quelle masse faut-il
placer dans le plateau de la balance pour rétablir I’équilibre? On donne g = 9,80 m.s—2.

2° On remplace le plateau de la balance par une armature d’un condensateur
plan formé de deux disques conducteurs de 10 cm de rayon et distants de 0,5 cm.
Calculer la force qui s’exerce sur chaque armature en fonction de la différence de
potentiel U entre les deux armatures. Calculer la valeur de U qui permet d’équilibrer
le couple électromagnétique calculé au paragraphe précédent.

3o Montrer que si I'on fait agir la méme différence de potentiel U, d'une part
entre les armatures du condensateur, d’autre part aux extrémités du circuit de résis-
tance R comprenant le solénoide et la bobine en série, de fagon a réaliser I’équilibre
de la balance, celui-ci ne dépend ni de U, ni de i et permet une mesure absolue de R.
Trouver la relation entre R et les constantes de I'appareil. Calculer R.

1° L’induction au centre du solénoide est
B = pgni = 47.1077 X 2 500 = 3,142.107° tesla.
La bobine est soumise au couple électromagnétique de moment

I' = NSBi = 10% X 5.10™% X 3;142.107% = 1,57.107% J. rad—2
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La condition d’équilibre de la balance est

mgd = NSB,
d’olr
NSB 1,57.10% —
= = = 1,28.10™% kg = 0,128 g.
m ed 12,5.10~2 X 0,8 ’ < o

2° La force électrostatique qui s’exerce sur chaque armature du condensa-
teur est
F=55 ys= £ 10 7 1 A
2¢2 367.10° X 2 X 25.107% 18

La condition d’équilibre, Fd = I' = mgd, donne
U? = 18.107 X 0,128 X 9,8 = 2,26.108,
d’ot
U = 15 000 volts = 15 kilovolts.

3% Le solénoide et la bobine sont parcourus par un courant d’intensité

P La condition d’équilibre s’exprime par
2 !
I' = pnNSi? = pnNS U e pg 854 2
R2 262
d’olt
RE — 2p4nINSe?
- __—'i
£0'd
2ugn
R = \/—Los—d = 4_.75 Sde
€o
Exercice 22. — |° On considére le dispositif de la figure 121. En réunissant les
points Met N on chargele condensateur
R C a travers une résistance R & ['aide
A d’une batterie d’accumulateurs de force
I électromotrice E et de résistance inté-
M i — rieure négligeable, Etablir les équations
I ; . . ¥ . o
| différentielles qui, par intégration,
P N . 11— donneront a chaque instant la charge ¢
| du condensateur et la tension
E v =V, — V; ases bornes.
2° Intégrer cette équation, en sup-
B posantg = 0, v = 0 pour ¢t = 0.
En déduire l'intensité du courant
F1G. 121.

dans le circuit a chaque instant. Donner
I’allure des courbes v = f(t) et i = g(i).

3o Calculer l'intervalle de temps f, — t; nécessaire pour faire passer la tension
aux bornes de C de la valeur V; 2 la valeur V, > V,.

40 Lorsque la tension atteint la valeur V,, on coupe M et N et ['on relie M a P :
le condensateur se décharge dans R jusqu’a ce que la tension atteigne V,. Ecrire I'équa-
tion différentielle de la décharge, I'intégrer et calculer I’intervalle de temps t; — ¢,
qui s’écoule lorsque la tension passe de V, a V;.

50 Le phénoméne se reproduit par la manceuvre automatique de l'inverseur MNP;
quelle est la période T du phénoméne?
Donner l'allure de la courbe qui le représente a partir de |’instant zéro. Quelle
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valeur T’ prendrait la période si le condensateur chargé a travers R se déchargeait
dans une résistance trés faible devant R? Donner ['allure de la nouvelle courbe.

Application numérique : C =3,75 uF; E=2.102V; V,=5.102V; V,=15.10% V;
R=18.10* Q.
Calculer &, — t;; t; — £33 T.

d dv
°oFE =2 + RY;, E= R %,
. c TR’ v+ CR

-t o
20 ¢ = CE(1 —e RG); v =E(1 —e 10); i:%e RO,

E E—V
30 ¢ :RGLOg"E—v; tz—-tlzRGLogeETV:_
dv
@ CR = = o;
4° v -+ 7
ta—t v
v= Ve CR ; t,—t, = CR Log, 2.
Vi
50 T == dy— by = fy — #y 4 #y— b, — CR Log, Yol —V,)

HVUE— V)

La courbe de la figure 122 représente le phénomeéne. Si la décharge

10%volts
E
/’/
//
VL -
2 A - A
'd td
] P | ,’ [] ’/ ]
i 2 1 y 1 p :
1 ’ I 27 1 s H
i 4 i 2 1 7’
4 P 1 7’ 1
1 I 1 " i I
U4 ] 7’ 1
] 7 L/ i ’
1, LI 1 ’ :
1/ I y 1 7 1
i/ ; 17 1/ i
v 1
V;_ <——l————>\ F
T N
-————— S
t, L, Tt
?l 2 3 | e | t
0 1 2 3 3
Fic. 122

se produisait dans une résistance trés faible devant R, elle serait pratique-
ment instantanée, la période T’ serait égale a ¢, — ¢, (courbe en trait
discontinu).
Application numérique :
CR = 0,695 s; 2,3 CR = 1,553 s.
t, = 1,553 log 10—“31"— = 0,19's;

£, — t; = 1,553 logyy 3 = 0,74 53
t3 — ty; = 1,553 logy 3 = 0,74 5; T = 1,48s.
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Exercice 23. — On considére (fig. [123) une bobine comportant N, spires jointives
enroulées sur un noyau de fer doux

2a dont la perméabilité relative a une

valeur constante p. Ce noyau occu-

carrée compris entre : d’une part,
deux cylindres de révolution de
X i N_______ rayons respectifs a et 2 a et, d’autre
}- ; : part, deux plans paralléles, perpen-
; o diculaires a I’axe et situés a une

/'// 1 HHL distance a I'un de l'autre.

-2 pe le volume d’un anneau a section
| !

|

|

|

.. LT le Exprimer le coefficient de

b e

e ol e e it =1

self-induction (auto-inductance) L,
- C@ de cette bobine en fonction de yp,
ﬁ@ R, spires % a, Ny.

20 Cette bobine étant soumise
Fie. 123. a l’action d’une force électromo-
trice constante produisant un cou-
rant permanent d’intensité l;, on met brusquement ses bornes en court-circuit
a un instant que I'on prendra comme origine du temps. Au bout de quel temps T
I’intensité dans la bobine sera-t-elle réduite de moitié? On admettra que la longueur
d’une spire est sensiblement 4 a; on donne en outre p = 5000, N; = 100, la section

du conducteur est s = 2 mm? et sa résistivité p = 1,6.10—2 Q. m.

3o Sur le méme noyau on enroule une deuxi@éme bobine comportant N, spires
d’un conducteur identique au précédent; cette bobine étant en circuit ouvert, on répéte
I’expérience précédente. Exprimer la force électromotrice maximale qui apparaitra
entre ses bornes; montrer qu’elle est indépendante de p. et de N,. Calculer cette force
électromotrice en volts, sachant que N, = 20, a = 10 cm et |, = 5 A,

4o Cette deuxiéme bobine étant maintenant fermée sur elle-méme, on répate
I’expérience du paragraphe 2. En prenant comme origine des temps I’instant ol les
bornes du générateur sont mises en court-circuit, exprimer en fonction du temps les
intensités respectives i; et i, des courants traversant les deux bobines aprés la mise
en court-circuit de la premiére bobine. I

Evaluer le temps T” au bout duquel I’intensité i; est réduite 2 la valeur —?i’- .

19 Soit ¢ le flux d’induction magnétique a travers une section carrée de
I’anneau; le flux 4 travers la bobine est & = N;o et I’auto-inductance L, de
cette bobine est

Soit B = popH l'induction magnétique en un point distant de x de ’axe
du noyau et la bande rectangulaire de largeur dx, de surface dS = a dx. Le
flux d’induction magnétique dop a travers dS est

dy — B dS = Ba dx.

Le vecteur B est normal a la section et tangent 4 une ligne d’induction qui
est un cercle de rayon x, il en est de méme du vecteur excitation magnétique H.
L’application du théoréme d’Ampére donne
arxH = Ny,
d’ol

. W [ §
B="ENi—;
or x
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par suite

do = Badx = Y N qi &

Le flux d’induction magnétique 4 travers une section est

: 2 .
. f_’;__x“Nlmf “dx _ Pol N oi Liog, 2,
dw a N

X ar
par suite

N [ Lol SRR
L, = =12 — P N2g Log, 2 = 0,69 10 N2g,
3 2% 27

“ e

20 L’équation différentielle qui régit I’évolution du courant ¢ aprés mise
en court-circuit de la bobine est

di ,
hj+m=m

Tintensité a 'instant origine étant I,.

Par suite
di R di — — dt
1 L, <’
eI N
en posant T = R’ et, par intégration,
Logei b .
Io T
Calculons
l 1,6.10°% X 4o0a
R=P—s—= 2 210—34 = 3,2 a,
L, =2.1077 X 5000 X 10*alog,2 = 10a Log, 2;
d’olr

T = h = Log. 2 X 10 __ 2,3 X 0,3 X 10
R 3,2 9.2
Par suite

= 2,156 s.

-

= 7 Log, 2 = 2,156 X 2,3 X 0,3 = I,5s.

3° Le flux @, & travers le second enroulement est, 4 I'instant ¢,

B, = Ny = DB §;
N

1
la force électromotrice induite est
. — _dd, __N2L di
dt N, ‘dt
Comme
ﬁ p— R I g— T
dt L, ©
nous avons
¢
e = Ez RIe =
i
d’autre part
R = 4"?2,
par suite
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dont la valeur maximale (4 I'instant ¢ = o),

e

m

= ‘l;ie N,I, = 0,32 volt,

est bien indépendante de p. et de Nj.

Exercice 24. — Un circuit (fig. 124) comprend une résistance non inductive r et un
solénoide de mé&me résistance r formé de N

spires, sa longueur est I, son diamétre, d. La
_HI]H]]] r, L Il]]]]]]]_ résistance et le solénoide sont en dérivation
aux bornes d’un générateur de force élec-

tromotrice E et de résistance intérieure r’,
Pour les applications numériques on

\/\w\/\/\/(‘/\/\/\/\/\/\/\____ prendra. r=10 Q; N =2000; 1=0,5 m;
d=0,l m; E=54V; r'=1Q et 2= 10,

lo On ferme l’interrupteur K et I’on

‘ ] — attend que le régime permanent soit établi.
| e 3 Q P
| K Calculer les intensités dans les deux dériva-
E.r" tions.
F1e. 124. 20 Calculer I'auto-inductance L du solé-

noide supposé trés long.

3¢ Le régime permanent étant établi, on ouvre I'interrupteur K trés rapidement.
Déterminer I'intensité i qui circule dans le circuit constitué par la résistance et le

solénoide; calculer le temps au bout duquel cette intensité est réduite a la moitié
de sa valeur initiale.

1° Les intensités dans les deux branches, de méme résistance, sont égales a
I, celle débitée par le générateur est 2I, par suite

E =21 4 I,
d’ol1
E 54
1 —— _ == = ) A-
r -+ or 12 4:5

2° Nous avons

= N2 ,,
L = py— —- d? = 8r%.107% =~ 0,08 henry.
4 !
3° L’interrupteur ayant été ouvert, nous avons 4 l'instant ¢
di :
L=42ri=o0
dt ’

d’oli, en tenant compte de la condition i = I & l'instant { = 0, et en posant

r=L (constante de temps du circuit),
ar
¢

i=Te T3 t=2,3110g101_.
i

I

1

Nous avons © = 4.1073s; pour — = 2

t = 2,3 X 4.10% log,, 2 ™~ 2,8.107 3.
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CHAPITRE XIV

LES SYSTEMES D’UNITES
ELECTRIQUES

14-1. Généralités sur les systemes d’unités.

Nous avons tout d’abord restreint 1’étude des systémes d’unités au
seul domaine de la Mécanique (Unités et Mesures, Chap. 1), les systémes
les plus commodes étant du type longueur, masse, temps, avec, dans le
systéme international (S.I.), les unités fondamentales, metre, kilogramme
et seconde.

La Thermodynamique introduit une grandeur fondamentale nouvelle
(Chaleur II, Chap. 1), la température thermodynamique, dont I'unité
S.I. est le degré Kelvin. La photométriec (Optique II, Chap. 1v)
impose une nouvelle grandeur fondamentale, Pintensité lumineuse,
dont I'unité S.I. est la candela.

I1 semble donc bien que toute extension de la Physique i des
domaines ne se prétant pas a une interprétation purement mécaniste
nécessite I’introduction de nouvelles grandeurs fondamentales.

Reprenons sous une forme plus générale le probléme que nous
nous sommes déja posé (Unités ct Mesures, 1-4) :

Est-il possible sans graves inconvénients de réduire le nombre de grandeurs
fondamentales ?

Nous allons envisager ce probléme en Mécanique, puis en Thermody-
namique.

1° En Mécanique.

Choisissons les deux grandeurs fondamentales longueur et masse et les
unités fondamentales correspondantes, le meétre et le kilogramme par
exemple. Nous pouvons définir les grandeurs force et temps en tant que
grandeurs dérivées parce que nous disposons des deux relations

(1) f=GC™L,  (2) f=kmy

qui relient les grandeurs longueur, masse, temps et force.
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Nous définissons I'unité de force de fagon que la constante de gravi-
tation G soit égale a 1; la relation (2) dans laquelle nous faisons £ = 1
nous définit 'unité d’accélération et par suite I'unité de temps. Nous
avons donc dans ce systtme a deux grandeurs fondamentales :

!
f:mdn:’ f:mT'

Ne nous arrétons pas sur I'incommodité d’un tel systéme. Placons-
nous au seul point de vue de la représentation des phénomenes dans le
cadre de la Mécanique newtonienne a seule fin d’écarter des questions
délicates qui ne sont pas de notre sujet.

Les relations (1) et (2) sont de nature bien différente. La seconde cons-
titue une véritable relation de définition de la grandeur force; elle est certes
suggérée par ’expérience, mais elle est indépendante de tout phénomeéne
lié a une propriété de la matiére ou du vide; le facteur £ peut par la
méme étre dépouillé de toute dimension et il n’y a que des avantages
a le choisir égal a 1.

La relation (1) traduit la loi de lattraction universelle, loi expérimen-
tale dont la vérification directe est peu précise, mais les conséquences
qu’elle entraine permettent de la considérer comme rigoureuse. La
choisir pour définir la grandeur force présente deux graves inconvé-
nients : d’une part le phénomeéne utilisé, pour important qu’il soit,
est trés particulier (on pourrait employer bien d’autres types de force),
d’autre part, en faisant G = 1, nous supprimons tout vestige de la pro-
priété du vide relative aux actions gravifiques.

La solution adoptée qui consiste, en ne retenant que la seule relation
(2) de définition, a ne concevoir que des systémes d’unités mécaniques a
trois grandeurs fondamentales, sauvegarde la forme (1) de la loi de
I’attraction universelle en attribuant a la constante de gravitation le
caractere de grandeur dimensionnelle a détermination unigue représentative
d’une propriété du vide.

Ajoutons que la commodité de systemes comme le systéme S.I.
suffirait a elle seule a rejeter un systéme a deux grandeurs fondamentales
en Mécanique.

2° En Thermodynamique.

La grandeur température thermodynamique est définie au moyen
du rapport de deux quantités de chaleur dans un cycle de Carnot (1-12) :

-8

Il revient au méme de la définir a I’aide des propriétés thermoélastiques
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d’une masse de gaz parfait par le rapport

(2) T _tv
Lo boto

Dans les deux cas le rapport de deux températures est mesuré par
le rapport de grandeurs homogénes & un travail, donc exprimables en
joules dans le syst¢tme S.I. On ne peut pas en conclure que température
et travail (ou chaleur) soient des grandeurs de la méme espéce, les
phénomeénes choisis (fonctionnement d’une machine ditherme réversible
et propriétés d’un gaz parfait) manquant de généralité puisque les
relations (1) et (2) cessent d’étre vraies pour un cycle quelconque (non
réversible) et pour un gaz réel.

Considérons momentanément T et () comme des grandeurs de
méme espéce : nous avons pour une mole de gaz parfait pv = kT, £
étant un facteur numérique sans dimension. Pour conserver 1’échelle
Kelvin, nous devons attribuer a4 k£ la valeur numérique R, constante
molaire des gaz parfaits, exprimée dans le systéme S.I. Dés lors T
s’exprime en joules et R est sans dimension.

Il est difficile de trouver un avantage a ce procédé, tandis qu’il
présente de trés graves inconvénients. Il nous conduirait a constater
qu’un mélange de glace et d’eau recevant, ou cédant, la quantité de
chaleur Q) joules, demeure a la température constante T joules. Clest
dire que nous aurions retiré tout caractére de grandeur a l’entropie

S =~% qui se trouverait dépourvue de dimensions; on retirerait par

4 méme a la température son réle de facteur de tension, a I'entropie
celui de facteur de quantité dans les échanges thermiques (Chaleur 11, 2-4).

L’étude de la Thermodynamique nécessite bien I’introduction d’une
nouvelle grandeur fondamentale; celle-ci n’est pas la quantité de chaleur
qui est une forme particuli¢re de I’énergie, mais bien la température.

Les considérations précédentes ont pour but de montrer qu’i nous
Jaut ériger au rang de grandeur jfondamentale toute grandeur qui ne peut étre
rattachée aux grandeurs mécaniques que d’une fagon artificielle, nuisible a la
compréhension des phénomenes. Nous devons nous garder d’égaler a 1 des cons-
tantes dimensionnelles qui sont représentatives de propriétés du vide ou de la matiére.

Il se trouve, d’autre part, qu’en respectant ces directives il soit
possible d’obtenir un systéme d’unités, le systéme S.I., d’'usage commode
aussi bien pour I'ingénieur que pour le physicien, et qui permette une
trés grande précision dans les définitions des unités.

14-2. Le probleme des unités en ¢lectricité.

Nous nous proposons tout d’abord de définir le systéme international
(S.I.). Le probléme a été traité dans les deux tomes de I’électricité mais
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la principale difficulté est que 'ordre d’enseignement que nous avons
suivi n’est pas celui qui convient le mieux &4 une présentation rationnelle
des unités. Le lecteur nous évitera de trop nombreuses redites en se
reportant dans les deux ouvrages aux paragraphes concernant la ques-
tion. Nous n’étudierons les systémes C.G.S. (électrostatique et électro-
magnétique) que dans le dessein de faciliter la lecture des textes qui les
utilisent.

Les grandeurs mécaniques ne pouvant assurer seules I’explication des
phénomeénes de I’électricité, il nous faut choisir une quatri¢éme grandeur
et une quatrieme unité fondamentales.

Les formules utilisables pour leur définition sont :

a) Celle qui exprime la loi de Coulomb dans le vide,
_ 197
F=#L.
b) La formule d’Ampére dans le vide,
FF = k1 d A (I—‘”—/\E>
2
ou la formule qui en découle (2-5),
2II'V
a

F' =k

Il semblerait que deux grandeurs fondamentales et deux unités
fondamentales soient nécessaires. Il n’en est rien; en effet, dans un
systéme cohérent d’unités, les grandeurs ¢ et ¢ sont liées par la relation

g =ik,

d’autre part I’étude de la propagation des ondes électromagnétiques
dans le vide conduit a la relation de coordination de Maxwell
k!
2
%

:I’

dans laquelle ¢ est la célérité de la lumiére dans le vide.
Dans un systéme d’unités non rationalisé (N.R.) on pose

I
k — =77 k’ =_— 114:),

€o

dans un systéme rationalisé (R.) :
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Dans un méme systéme nous avons
g0 = 4Teg, po = 03
la relation de Maxwell, s’écrivant
Eollab® = eyt = I;

n’est pas affectée par la rationalisation.

solet eo), wolet po) sont des grandeurs dimensionnelles & détermination
unique, appelées respectivement permittivité et perméabilité du wvide : la
premiére est représentative des propriétés des charges statiques dans le
vide, la seconde, des propriétés des charges en mouvement dans le vide.
La relation de Maxwell exprime la corrélation entre les deux groupes de
phénoménes. Leurs valeurs (g4 et pg, € et ) sont différentes suivant que
le systéme est rationalisé ou non.

Un syst¢tme d’unités électriques est défini soit par le choix

de la valeur numérique attribuée a £, soit par celui de la valeur
de £’ :

a) Le choix de k entraine la valeur attribuée a la permittivité du vide,

o= NR),  s=_7(R);

celle-ci est alors prise comme grandeur fondamentale.

La formule de Coulomb définit lunité de quantité d’électricité, qui est
Punité fondamentale ; elle est la méme, que le systéme soit rationalisé ou
non.

La relation de Maxwell détermine la valeur (p, ou pg) de la perméa-
bilité du vide, qui ne peut étre qu’approchée puisque son calcul fait
intervenir la valeur de la célérité de la lumiére dans le vide.

Nous appellerons systéme électrostatique tout systéme basé sur le choix
de £ (donc de ¢y ou ).

b) Le choix de k' entraine la valeur attribuée a la perméabilité du vide,
e = EN.R: ), po = 47k’ (R.);

celle-ci est alors prise comme grandeur fondamentale.

La formule d’Ampére définit lunité d’intensité électrique, qui est lunité
Jfondamentale que le systéme soit rationalisé ou non.

La relation de Maxwell détermine la valeur (g, ou ¢) de la permittivité
du vide, qui ne peut étre qu’approchée puisque son calcul fait intervenir
la valeur de la célérité de la lumiére dans le vide.

Nous appellerons systéme électromagnétique tout systéme basé sur le
choix de £’ (donc de p, ou w).
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En résumé ¢

Dans un systéme électrostatique la grandeur fondamentale est
la permittivité électrique du vide (grandeur pour laquelle on ne peut
parler d’unité) et I’unité fondamentale est I’unité de quantité d’élec-
tricité.

Dans un systéme électromagnétique la grandeur fondamentale
est la perméabilité magnétique du vide (grandeur pour laquelle on ne
peut parler d’unité) et I'unité fondamentale est I'unité d’intensité
électrique.

14-3. Rationalisation d’un systeme d’unités.

Dans un systéme d’unités non rationalisé les formules de Coulomb et
d’Ampére ont la {forme

(NR)f=290 o & = U A ( M)_

g d? Fa
Rationaliser le systéme consiste & remplacer ¢, par 4=z, et p; par

%0 . Jes formules précédentes deviennent

4w

2 2
4meg d 4% r

La rationalisation modifie les valeurs attribuées a la permittivité et a
la perméabilité du vide en conservant I’unité fondamentale et la plupart
des unités dérivées. La forme des formules est modifie tant qu’on n’explicite
pas les valeurs numériques de ¢, ou de ¢, de po ou de p,, mais elles devien-
nent identiques dés que ’on passe aux applications numériques.

La rationalisation fait apparailre 4= dans certaines formules, elle le fait dispa-
raitre dans d’autres. Nous avons constamment utilisé un systéme rationalisé,
le systtme S.I. (R.); on passe aux formules non rationalisées en effec-
tuant les remplacements inverses de ceux indiqués ci-dessus. Voici ce que
donne cette transposition dans le systéme S.I. pour quelques formules
choisies parmi les plus importantes.

Théoréme de Gauss :

I T gy
b =—2Xq, = 4", Bq, == 36=.10%°Zq,.

Capacité d’un condensateur sphérique :
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Capacité d’un condensateur plan :

G:EO_§=EOSN_I_S.

e 4% ¢ 36m.19° €

Induction produite par un courant rectiligne indeéfini :

B :P‘LI.: QP“;i: 2_10—7l_
27a a a

Induction au centre d’une spire circulaire :

ZP;O]—:: 2w '—I—= 2w 10“71-.
TR TR R
Induction a Dintérieur d’un long solénoide :

B = ponl = 4zmpenl = 4=.10770l.,

Les formules ol la permittivité ou la perméabilité du vide n’inter-
viennent pas explicitement ne sont pas affectées par la rationalisation :

Q=CU,W=-10CUs...,U=RILW=RI%,...
2

F = BI, W = I(®, — &), b = SI, ...

L’avantage de la rationalisation semble étre de faire disparaitre 4=
(en apparence seulement puisqu’il réapparait dans une application
numérique) dans les formules trés importantes qui donnent la capacité
d’un condensateur plan et I'induction a l'intérieur d’un solénoide. Cet
avantage assez illusoire est compensé par ’apparition de 4= (en appa-
rence seulement puisqu’il disparait dans une application numérique)
dans certaines formules comme celles qui donnent la capacité d’un
condensateur sphérique et I'induction créée par un courant rectiligne.

, soit 20, alourdissent
47eg 4%
les démonstrations, 4= ne disparaissant iz fine que dans quelques calculs
seulement.
En résumé, la rationalisation parait étre une complication inutile si [’on
s’en tient & [étude de Pélectrostatique et de I’électromagnétisme du vide.
Par contre :

D’autre part, dans un systéme rationalisé, soit

La rationalisation est une nécessité dans [I’étude des milieux diélec-
triques et des milieux magnétiques.

Bornons-nous a rappeler la simplification essentielle qu’apporte la
rationalisation dans I’étude de I’aimantation :

L’intensité d’aimantation et [excitation magnétique sont des grandeurs de
méme affinité, le vecteur aimantation représentant l’excitation locale
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(10-4). Dans un systéme rationalisé, la relation fondamentale des milieux
magnétiques a la forme

(R.) B — (8 + 7,
et dans un systéme non rationalisé (11-2) :
(N.R.) B = p(H + 4=9).

Alors que dans un systéme rationalisé H et J sont mesurées avec la
méme unité [I’ampére par metre dans le systéme S.I. (R.)], un systéme
non rationalisé nécessite deux unités différentes [dans le systéme S.I.
(N.R.) P'unité d’aimantation est 'ampére par métre alors que I'unité

ir o 1
d’excitation vaut

ampere par metre].

Le théoréme d’Ampére, sous sa forme la plus générale (10-6)
(R.) $ H.&5 = =1,

est extrémement simple dans un systéme rationalisé; il devient, dans
un systéme non rationalisé,

(N.R.) $ H.&5 = 4=3L

De méme, D’excitation a lintérieur d’un long solénoide prend les
formes

(R.) H=nl, (NR) H = grnl.

Ainsi la non-rationalisation laisse apparaitre 4= et cette fois d’une fagon
qui n’est plus seulement apparente.

Il est évident qu’il est inacceptable d’utiliser un systéme non ratio-
nalisé pour le vide et un systéme rationalisé pour I’étude des milieux
diélectriques et magnétiques, aussi la rationalisation est-elle pleinement
justifiée.

14-4. Le systéme international (S.L.).

Nous avons tout dit sur ce systéme, ’ayant constamment utilisé
en électricité sous sa forme rationalisée. Il a été rendu obligatoire en
France par le décret du g mai 1961 ou il est appelé « le systéme métrique
décimal & six unités de base appelé, par la conférence générale des Poids et Mesures,
systéme international S.I. ».
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Nous avons défini ces six unités de base :

Le métre, unité de longueur, le kilogramme, unité de masse et la
seconde, unité de temps (Unités et Mesures, Chap. 1); 'ampére, unité
d’intensité électrique (dans cet ouvrage méme, 2-6); le degré Kelvin,
unité de température (Chaleur I, 1-6), et la candela, unité d’intensité
lumineuse (Optique II, 4-8).

Dans le domaine de Uélectricité le systéme S.1. est un systéme & quatre unités
fondamentales puisqu’il comporte les trois unités m, kg, s, du systéme
d’unités mécaniques anciennement appelé systeme M.K.S., auquel
on a adjoint une unité électrique, I’ampére (anciennement systéme
M.K.S.A. ou systtme Giorgi).

Le systtme S.I. est un systéme électromagnétique au sens ol nous
Pavons entendu précédemment (14-2). La définition de I’ampére résulte
du choix de la perméabilité du vide comme grandeur fondamentale &
laquelle on attribue la valeur p; = 1077 dans le systéme non rationalisé
et par suite la valeur

My = 4%, 10~ = 1,256 637.10"

dans le systéme rationalisé.
De ce choix découle la valeur attribuée & la permittivité du vide:

1
47e

déterminée avec une précision relative d’environ 1,5. 1074,

Sans vouloir faire ’historique de la question des unités en électricité
indiquons que le choix de ’ampére en tant que quatriéme unité fonda-
mentale a été fait pour conserver 'ampére, autrefois défini comme le
dixiéme de l'unité du systeme CG.G.S. électromagnétique, et par la
méme un certain nombre d’unités dites pratiques (volt, ohm, henry,
farad,...) dont 'usage était familier.

La question des équations aux dimensions des grandeurs électriques
ne présente qu'un intérét secondaire; elles permettent cependant de
vérifier ’homogénéité de formules. Bornons-nous a4 donner celles des
grandeurs a détermination unique que l’on établit facilement a partir
des formules d’Ampére et de Coulomb :

[4] = LMT—2I-2,  [¢)] = L-SM-1T4I2,

= . 107,

Q)
o\l""

14-5. Les systemes C.G.S. électrostatique et électroma-
gnetique.
Au systeme C.G.S. d’unités mécaniques sont rattachés deux systémes

d’unités électriques qui ont toujours été utilisés sous leur jforme non
rationalisée.
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Le systéme électrostatique, C.G.S.é.s., rattache 'unité de charge élec-
trique aux unités mécaniques C.G.S. a l’aide de la loi de Coulomb; il
convient en Electrostatique.

Le systéme électromagnétique, C.G.S.é.m., rattache ’unité d’intensité
électrique aux unités mécaniques C.G.S. a 'aide de laloi d’Ampére; il
convient en Electromagnétisme.

Les deux systémes n’ont en commun que les unités mécaniques,
fondamentales et dérivées, foules les unités électriques sont différentes, leurs
rapports sont obtenus griace a la formule de coordination de Maxwell
dans laquelle la célérité de la lumiére dans le vide doit étre exprimée en
C.G.S., donc en centimeétres par seconde. Par raison de commodité nous
adopterons la valeur approchée ¢ = g.10'° cm.s™.

1° Le systéme C.G.S.é.s. (N.R.).

Il est défint en prenant la permittivité du vide égale & 1. La formule de
Coulomb, prenant la forme (¢ = 1)

F=i,
2
devient la relation de définition de la grandeur quantité d’électricité
rattachée aux grandeurs mécaniques. La permittivité du vide ayant été
escamotée, donc dépouillée de toute dimension, I’équation aux dimen-
sions d’une quantité d’électricité ne fait intervenir que la longueur, la
masse et le temps (on établirait facilement cette équation).

L’unité C.G.S.é.s de charge électrique est la charge électrique ponc-
tuelle qui est repoussée avec une force de 1 dyne lorsqu’elle est placée dans
le vide a 1 centimétre d’une charge identique.

Deux charges ponctuelles de 1 coulomb placées dans le vide & 1 cm
de distance sont soumises a la force répulsive

2
Pl 9.109%: g.101® N = g.10'8 dynes.
r

Nous voyons, puisque la force est proportionnelle au carré de la charge
électrique, que

1 coulomb ~\/g.10'% = 3.10%? C.G.S.¢é.s.

L’unité de temps, la seconde, étant la méme dans les systémes S.I.
et C.G.S., on a
1 ampére =~ 3.10? C.G.S.5.

Toutes les formules dans lesquelles ne figurent pas la permittivité du
vide ont la méme forme dans les deux systeémes C.G.S.és. et S.I., (R.)
ou (N.R.), par exemple

f: gE, W = gU, Q: CU, T = RI, W = I}, ...:
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elles permettent de trouver facilement des relations entre unités, dont les
plus intéressantes sont

1 volt ~ -1 C.G.S.é.s.; I farad ~ g.10! C.G.S.éss.;
300

1 ohm ~ —* = C.G.S.é.s.
9.10

Quant aux formules qui contiennent la permittivité du vide, elles se
transposent du systéme S.I.(R.) dans le systeme C.G.S.é.s. en remplagant

I
. Par exemple :

4mey Par I ou g, par

T
Théoréme de Gauss 2

d=1L3g > & =423g.

o
Capacité d’un condensateur sphérique :

RyR, PV . R;R, .
i R, — R,

C = 47530

Capacité d’un condensateur plan :

G:soé > O =—.

(4 4%e

Remarquons que, dans le systeme C.G.S.é.s., une capacité est homo-
géne a4 une longueur! Comme 1 F ~ g.10" =~ 101 C.G.S.éss. et que,

par suite,
1 C.G.5.68. =~ 1071% F = 1 pF,

on a pu dire que le picofarad est peu différent de 1 centimétre!
Si 'on veut appliquer le systtme C.G.S.é.s. en électromagnétisme,
il faut prendre

NI S
Lo — = .
g2 g.10%0

20 Le systéme C.G.S.é.m. (N.R.).

Il est défini en prenant la perméabilité du vide égale & 1.
La formule d’Ampére prend la forme (po = 1)

r2

dwu=H@A<5£ﬁi>
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qui donne, pour l'action entre deux courants rectilignes paralléles
indéfinis,
F’ = QII, =3
a

relation qui définit I'intensité de courant électrique en la rattachant aux
grandeurs mécaniques.

Supposons I = I’ et soit I; et I, les mesures respectives de I dans les
systtmes C.G.S.é.m. et S.I.; nous avons, si I’ = a/,

I = 2I] dynes = 2.1077 I} newtons = 2.102 I} dynes.

Par suite

1
_2=10,

1
et, comme le rapport des mesures est égal au rapport inverse des unités,

1 C.G.S.é.m. = 10 ampéres.

Les formules suivantes, dont la forme est la méme dans les deux sys-
témes (p, n’intervenant pas), donnent les relations entre les unités :

Q = I, 1 C.G.S.é.m. = 10 C.

= UT, 1 C.G.S.ém. = 1078V,

== RT, 1 C.G.S.é.m. = 1072 Q,

= BI, 1 C.G.S.ém, = I gayss = 1072,

b = BS, 1 C.G.S.é.m. = 1 maxwell = 108 Wh.
Jdb = SI, 1 C.G.S.é.m. = 1073 A.m?2

¢ = LI, 1 C.G.S.é.m. = 1072 H.

= G

I

On vérifiera aisément que dans le systtme C.G.S.é.m. une inductance
est homogéne a une longueur.

Quant aux formules qui contiennent la perméabilité du vide, elles
se transposent du systéme S.I.(R.) dans le systtme C.G.S.é.m. en rem-

lacant 22 par 1 ou p, par 4=. On obtient par exemple :
piag 4_P o Par 4 p p

Induction produite par un courant rectiligne indéfini,

Bl __ p_2l
27a a
Induction au centre d’un courant circulaire,
I 2zl
B, =0~ o B =T
° 2R 0 R

b

Induction & Pintérieur d’un long solénoide
bl

B, = ponl — B, = 4=nl.
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Remarquons que dans le systétme C.G.S.é.m., p, ayant été dépouillé
de dimensions, 'induction et I’excitation magnétiques sont des grandeurs
de méme affinité.

Si Pon veut appliquer le systtme C.G.S.é.m. en Electrostatique, il
faut prendre

A T
fo = whc? - 9. 1020'.

Donnons, pour terminer, le rapport des unités de charge électrique
(et par suite d’intensité électrique) dans les deux systémes :

1 coulomb = g.10° C.G.S.é.s. = 1071 C.G.S.é.m.
1 C.G.S.ém., = 3.10" C.G.S.és.

Exercice.

Exercice 25. — Déterminer, en fonction des unités S.l,, les principales unités
électriques du systéme M.T.S.A. & quatre unités fondamentales (métre, tonne, seconde,
ampére). Quelles sont, dans ce systéme, les valeurs (R.) de la perméabilité et de la
permittivité du vide?

Le tableau ci-dessous donne les résultats

Grandeur Formule M.T.S.A. | Grandeur Formule M.T.S.A.

Foree: « .o« F = mi]t® 1 kN Inductance.| e = Ldi/dt 1 kH
Travail ...| W= FI B I It oWt el I JEN BPORT

Puissance .| P = W/t 1 kW Induction .| B = @/S 1 kT

Diff. depot.| U = P/I 1 kV Capacité ..|C=Q /U 1 mF

Résistance .| R = UJ/I 1 kQ ]ff{c)itatim H=usl | Am—
Biot = 5 1

po(Re) vvt| o Savart | 47107 | g(R) ... gopct =1 56100

DEVORE-ANNEQUIN. — Electricité II. 8



CHAPITRE XV

ELECTRODYNAMOMETRES

15-1. Principe d’un ¢€lectrodynamometre. Mesures abso-
lues d’intensite.

Mettons en présence deux circuits G, et G, parcourus par les courants
d’intensités constantes I; et I,; le premier est maintenu fixe, le second,
mobile, est soumis a des liaisons mécaniques mesurables. C; crée une
induction magnétique B,, proportionnelle & I, en tout point (d’aprés
la loi de Biot et Savart), induction dans laquelle G, est placé. Un élément
quelconque de G, est soumis & une force dF proportionnelle & B,, donc
aussi a I, d’aprés la loi de Laplace; la force dF est donc proportionnelle
au produit I,I, des intensités dans les deux circuits.

Plagons-nous dans ’un des deux cas simples ou le torseur des forces
dF appliquées & C, est équivalent 4 un couple unique I' ou a une force
unique F; nous avons

IV = kL1 ou F = k1,1,

k et k¥’ dépendant des circuits (forme, nombre de spires,...) et de leurs
positions relatives. " et F peuvent étre mesurés en les équilibrant par un
couple mécanique (couple de torsion par exemple) ou par une force
(un poids par exemple).

Supposons de plus que Pon ait I, = I, = I, les deux circuits étant
en série; ’action mécanique est alors proportionnelle a I2:

I' = £I2 ou F = F12,

La connaissance de k¥ ou de %' dans lesquels, d’aprés le théoréme
d’Ampére, n’interviennent que des grandeurs géométriques et p,, la
mesure de I' ou de F, permettent donc d’effectuer des mesures absolues
d’intensité.

15-2. Electrodynamometre-balance.

Le circuit fixe C; est constitué par un long solénoide comportant

n = 1\—51 spires par meétre; il produit dans la région centrale une induction
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magnétique pratiquement uniforme
B, = ponl; cos «,

o étant ’angle sous lequel le rayon d’une spire terminale est vu du
centre du solénoide (en premiére approximation B; ~= pynl,).

Le circuit mobile C, est un solénoide court (bobine quasi plate)
pour que ses N spires, de surface unitaire S, demeurent dans la région
uniforme de B;.

Supposons que C, soit mobile autour d’un axe A perpendiculaire a
P’axe magnétique de C;; son moment magnétique étant

Jb, — NI,
et

0 = (ﬁla jﬁf;z):

étant I’angle des axes magnétiques des deux bobines, C, est soumise au
couple électromagnétique

T =Jb, A B, =NLS A E,,
de module

I' = NSIL,B, sin 6.

Si la position définie par 6 est une position d’équilibre réalisée en
faisant agir sur G, un couple mécanique antagoniste IV mesurable, la
condition d’équilibre s’exprime par

I = NSI,B, sin § = pgncos « NS'I,I, sin 6.

Dans ’électrodynamométre-balance de Pellat (fig. 125) 1’équilibre réalisé

am,
C, A
d
R |G —
1
—— e - —_— -— _—
I, o T, /
v
mg

Fic. 125.
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correspond 4 § = — et le moment antagoniste est celui d’un poids qui

N

s’exerce & une extrémité d’un fléau de balance, la bobine C, étant
fixée a I’autre extrémité. Les courants I, et I, ont la méme intensité I;
les bobines étant en série, leurs sens sont tels que le couple électroma-
gnétique tend a soulever C,. Dans ces conditions,

I = mgd

étant le moment par rapport a I’aréte du couteau central du poids qui
réalise I’équilibre, on a (sin § étant égal a 1)

mgd = p,nINSI2 cos «,

I— \/ mgd
oINS cos a

po = 4x.1077 étant connu d’une fagon aussi rigoureuse que I’on veut
une mesure absolue d’intensité I comporte des mesures de grandeurs
géométriques, la mesure d’une masse et la connaissance de l'intensité
de la pesanteur au lieu de I'expérience. Il est difficile d’obtenir une
précision relative meilleure que 1073,

Remarquons, bien que la méthode ne soit guére employée, que
I’électrodynamomeétre permet d’effectuer des mesures relatives d’inten-
sité. En effet, si ’on maintient constante I’intensité I, dans le solénoide
fixe, et si, au cours de deux expériences, I et I’ sont les intensités dans la
bobine C,, le rapport de ces intensités est égal a celui des masses m et
m’' qui réalisent les deux équilibres.

Signalons enfin qu’un électrodynamomeétre dont les bobines sont
en série est utilisable en courant alternatif par suite de la pro-
portionnalité des couples ou des forces a I%; I est alors I'intensité
efficace.

d’otr

15-3. Balances électrodynamiques. Etalons d’intensité.

Une balance électrodynamique est un électrodynamomeétre a bobines
plates qui permet une meilleure précision que celui de Pellat. Son prin-
cipe réside dans la mesure de la force d’attraction f qui s’exerce entre
deux spires coaxiales parcourues par le méme courant I circulant dans
le méme sens. Cette force est proportionnelle au carré de l'intensité,
f = KI2 Le facteur £ est calculable, il dépend des rayons des spires et de
leur distance. L’appareil du Laboratoire Central d’Electricité (fig. 126) est
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une balance dont le fléau supporte deux bobines identiques mobiles
C,, C; placées en regard de
quatre bobines fixes C;, C] et
B;, Bi. Les six bobines sont
en série de sorte qu’elles sont
parcourues par le méme cou-
rant I & mesurer.

Lorsque la balance est en
¢quilibre, I’ensemble des bobi-
nes est symétrique comme ’in-
dique la figure. Soit f le
module de la force qu’exerce
une bobine fixe sur une bobine mobile; les sens des courants (représentés
sur la figure) sont tels que la masse m qu’il faut placer du c6té droit pour
établir I’équilibre a un poids égal a 4 f, par suite

mg = 4 f = 4kI2

Pour éliminer les défauts de justesse et pour compenser les effets de
légeéres dissymétries du dispositif, on refait 'expérience en inversant le
sens du courant (dans toutes les bobines); il faut placer une masse
m' >~ m du c6té gauche. Pour le calcul de I on prend

mu: mm .

Moyennant de multiples précautions la précision relative de la mesure
absolue d’une intensité atteint 1074,

La définition de Pampére (2-6) est théorique en ce sens que Iexpé-
rience qui lui correspond ne peut pas se préter & des mesures précises
d’intensité. Elle revient a fixer rigoureusement la valeur de p, qui
intervient dans les expressions des couples et des forces qu’un circuit
fixe exerce sur un autre circuit. C’est dans ce sens qu’il faut entendre
ques les électrodynamomeétres sont des appareils absolus. De ce fait
ils servent a I’étalonnage et au contréle des ampéremeétres. Indiquons
toutefois que l’on obtient plus commodément la méme précision
et méme une meilleure précision par la méthode d’opposition (Elec-
tricité I, 17-2).

15-4. Wattmetres électrodynamiques.

Supposons que les bobines C; et C, d’un électrodynamomeétre soient
en série; ’appareil a donc deux bobines. Si sa résistance est faible et s’il
est placé en série dans un circuit C, il donne une indication qui est propor-



230 UNITES ET MESURES ELECTRIQUES

tionnelle & I2, I étant sensiblement l'intensité qui passait dans G avant
qu’on I’y intercale. L’électrodynamométre fonctionne en ampéremétre
non polarisé. Si sa résistance est grande et s’il est en dérivation aux
bornes de C, il donne une indication qui est proportionnelle & UZ%, U
étant sensiblement la différence de potentiel aux bornes de C. L’¢lectrody-
namomeétre fonctionne alors en voltmétre non polarisé.

Un wattmétre électrodynamique sert 4 la mesure de la puissance
consommée P = UI dans un circuit d’utilisation C dont les bornes sont
A et B (fig. 127); il posséde quatre bornes, deux, M et N, sont reliées au

e,
oo e

oo

.o

.0

1
T
ssce0e

M I | i LA
i 8 2
1
|
Secteur 14 R 'IU Circuit
1
N B

Fic. 127.

secteur, les deux autres a A et B. Dans ces conditions la bobine C;, de
faible résistance, est en série avec le circuit C, elle est donc traversée par
le courant I; elle constitue le circuit des ampéres. La bobine mobile C,,
de grande résistance, est en dérivation aux bornes A ct B de C, elle est
donc traversée par un courant d’intensité : trés faible, proportionnelle
a U; elle constitue le circuit des volts. L’indication de ’appareil est donc
fonction de :I et par suite de la puissance consommée UL

Un ressort spiral crée un couple antagoniste qui équilibre le couple
électromagnétique I'. On peut s’arranger pour que la déviation 0 de G,
soit sensiblement proportionnelle a ce couple; on a alors § = AP. De
toute fagon ’appareil, fonctionnant en wattmetre, doit étre étalonné.

Un wattmeétre électrodynamique n’est pas polarisé, car si I’on inter-
vertit les connexions on change a la fois les sens de I et de ¢ dans C;
et dans C,. Moyennant certaines précautions I'appareil est utilisable
en courant alternatif et indique la puissance réelle consommée (19-1)

P = UI cos .

Exercice.

Exercice 26. — l° Une bobine circulaire plate B; comprend N; spires de rayon
moyen R,;. Donner ['expression de l’induction magnétique B sur I'axe x'x de cette
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. B e T
bobine lorsqu’elle est traversée par le courantl. On posera b = B B, désignant |’in-

. . x ]
duction au centre de la bobine, et u = —.

L

Construire les courbes b = f(u) et 3—1) = g(u), préciser leurs points remarquables.
u

2° Une deuxigme bobine circulaire plate, B,, comprend N, spires de rayon moyen
R, <€ R; Elle est disposée de maniére que les axes de B, et de B, coincident.

Les deux bobines étant traversées par le mé&me courant 1, exprimer la force F
qui s’exerce entre elles en fonction de x; pour quelle distance cette force est-elle
maximale et quelle est I’expression de cette force maximale?

Application : N; = 800; R; = 20 cm; N, = 100; Ry, =2 cm; | =2 A,

3o Pour mesurer I’'intensité d’un courant on réalise le dispositif représenté par la
figure 128,

A, By, C, et D, sont des bobines identiques a B;, respectivement coaxiales deux a
deux, la distance des bobines situées
d’un mé&me cté étant égale leur rayon
commun. A, et B, sont des bobines
l identiques a B,, elles sont suspendues

aux deux extrémités du fléau d’une

balance de précision, de maniére que

dans la position d’équilibre elles aient

respectivement le méme axe que les

\é:rgA B IL:& grandes bobines situées du méme cété,

B, 2 2 D, et soient a mi-distance entre elles.

I 1 - 1 Toutes les bobines sont traversées par
Fic. 128. le mé&me courant L.

0

a) Préciser sur une figure le sens
des courants 3 respecter pour que, la balance étant équilibrée pour =0, le couple
tendant 3 la faire basculer dans le sens de la fleche soit maximal.

b) La balance étant équilibrée pour | = 0, on lance un courant l. Il faut ajouter
une masse m sur le plateau de droite pour rétablir I’équilibre. Etablir I’expression de |
en fonction de m et des données géométriques et mécaniques du systé¢me. On donne
I’accélération de la pesanteur au lieu de I’expérience g = 9,81 .m.s—2,

Déterminer m pour | =1 A,

1° L’induction magnétique en un point de I’axe est dirigée suivant ’axe
et son intensité est
3

B=E§%ﬁ(l+ﬁ)—30(x+uz) g,
1

d’otr, b et u étant des nombres sans dimension,

_3
= (1 + 4% ?; %=—3u(1+u"‘)

5
Pt ) T (e — ).
La courbe b = f(u) est symétrique par rapport &4 ’axe des ordonnées
(fig. 129) sur lequel elle présente le maximum b = 1; elle a deux points d’in-
flexion symétriques, ¥ = 4 0,5, b = 0,716, pour lesquels la pente de la tan-
gente d’inflexion est
db

= = 4+ 0,850.
du _ 59
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Pour faciliter les calculs nous avons posé # = tg a ct par suite b — cos® a;
nous avons obtenu le tableau de valeurs numériques

u o 0,25 0,5 0,75 1 1,5 2
[ 1 0,913 0,716 0,512 0,355 0,170 0,089

pour construire la courbe de la figure 129.

bldb
adw
|
|
[
l
|
I
|
1 | 1
=1 —0,5 0 0,5 1 w
)
\
\
\
Fic. 129.

Quant a la courbe gﬁ = g(u), elle est symétrique par rapport au point O,
u

qui est un point d’inflexion dont la tangente d’inflexion a pour pente — 3
Elle présente deux maximums en valeur absolue :

u = =4 0,5; & = 0,859.
du
20 R, étant beaucoup plus grand que R, par hypothése, nous admettrons que

la composante de B paralléle a x'x est constante a 'intérieur de B, et égale a B.
Dans ces conditions le flux d’induction magnétique qui traverse la bobine B,

est
=2 -
2 2 —
¢ — =RIN,B — =R2N,B, (1 + ;T) — ®,(1 + u?) 2,
1
d’ol, o étant un nombre sans dimension,
(I) ay — %
— . = I u- = b-
*= %, (1 + uf)
La force qui s’exerce entre les deux bobines parcourues par le méme courant
I est
F e 152 o 1, %0 ¥ 80,
dx dx du
d’oty, f étant un nombre sans dimension,
F _db



ELECTRODYNAMOMETRES 233

Par suite de I’étude faite précédemment, f est maximal en valeur absolue,
et égal 4 0,859, pour u = == o,5.
Nous avons en valeur absolue, compte tenu des expressions de Fy, ®, et B,,

db _ 37Ny NLRE Iz 2y Ty,
= 2R: x(1 + 25%%) %

5
2

T = F,

F est proportionnelle au carré de I'intensité et sa valeur maximale, pour

x = -+o0,5 R, = 4 0,2m,
est

2 = o,71.1074]%;

2
F,, — 0,859 F, — 0,859 " RENINZ I2

1
pour I = 2A,
Fy = 1,084.10% newton.

3° a) Les positions des bobines sont telles que les forces exercées sur
A, et B, sont maximales. Le couple
qui tend a faire basculer la balance
est maximal pour les sens de courant
représentés sur la figure 130.

b) La masse m est telle que son
poids au lieu considéré soit égal a

4Fy ¢
mg = 4F, = 1,084.107% I%;

pour I = 1A,
Fic. 130. '
3 m=l—pﬁ.10—3kg=o,nog.

9,81




CHAPITRE XVI

GALVANOMETRE A CADRE MOBILE

16-1. Généralités.

Nous venons d’étudier les électrodynamomeétres, qui permettent des
mesures absolues d’intensité; ces instruments sont utilisés pour étalonner
des galvanométres dont I’emploi est beaucoup plus pratique. Nous ne
décrirons que le galvanomeétre & cadre mobile, dont le principe essentiel
est action de l'induction produite par un aimant permanent sur le
courant a mesurer; sa qualité essentielle, la sensibilité, le fait employer
non seulement & des mesures d’intensités trés faibles, mais aussi comme
appareil de zéro (Electricité I, 17-2).

Le galvanomeétre a cadre mobile est utilisable non seulement en
ampéremeétre mais aussi en voltmétre; enfin convenablement congu et
employé, il sert a des mesures de quantités d’électricité (galvanomeétre
balistique) et de flux d’induction (fluxmétre).

16-2. Description et principe du galvanometre a cadre
mobile.

Nous décrivons le galvanomeétre Déprez-d’Arsonval (fig. 131),
dont dérivent les modeles les plus employés.

Une bobine plate rectangulaire comportant N spires de surface
S = ab (co6té vertical delongueur g, horizontal delongueur &) est placée dans
Pentrefer d’un aimant en U; elle est mobile autour de deux fils métalli-
ques qui servent également a ’arrivée et au départ du courant d’inten-
sité i. Dans la position de zéro (i = o) la torsion des fils de suspension est
nulle pour I’élongation angulaire nulle (§ = 0); pour un angle de rota-
tion 6 les fils exercent un couple de torsion, couple de rappel de moment
— Co, proportionnel & 6, C étant leur constante de torsion.
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En donnant aux pi¢ces polaires une forme cylindrique (fig. 132) et

en plagant a I'intérieur du cadre un cylindre de fer

i doux, on réduit I’entrefer. I’induction magnétique

l est par suite fortement augmentée et, dans la partie
%

utile ol se déplacent les c6tés verticaux du cadre,
les lignes d’induction sont dirigées vers I'axe de
rotation, le module B de ’induction étant constant :
Pinduction est radiale. Dans ces conditions le

S vecteur B est, dans le plan du cadre, normal

Fic. 131. F1c. 132.

a ses cOtés verticaux quel que soit I’angle 6.

Un miroir concave m, solidaire du cadre, permet la mesure de
I’angle de rotation 0 par la méthode de Poggendorff. A I’extrémité supérieure
du fil de suspension, deux boutons permettent de régler la tension des
fils de suspension et d’amener le spot au zéro sur I’échelle translucide
convenablement disposée.

Le cadre étant parcouru par le courant d’intensité 7, prend une

position d’équilibre définie par 1’angle 6, il
% est alors soumis 2 deux couples de moments
opposés, le couple de torsion — C, et le couple
électromagnétique I"; la condition d’équilibre
est

M

|
| P — 000-

al

| A titre d’exercice calculons I' de deux
facons: '

1° Par application de la loi de Laplace

e (fig. 133).
Les c6tés horizontaux du cadre sont soumis
% a des forces verticales dont le moment par
Fic. 133. rapport a I’axe est nul puisque les lignes d’in-

duction sont horizontales. Elles ne peuvent donc
que tendre a déformer le cadre; celui-ci étant rigide, leur effet est nul.
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Un tour rectangulaire de fil comporte deux cOtés verticaux par-
courus par des courants de sens contraires, les forces de module f qui
leur sont appliquées leur sont donc normales et forment un couple de
moment fb et, comme en vertu de la loi de Laplace f= Biya, et
quil y a N tours:

®, étant le flux d’induction qui traverserait le cadre disposé normale-

ment 2 une induction uniforme B. Par suite la condition d’équilibre
se traduit par

_NSB, _ &,

0o c = Gzo.

20 Par application de la formule (8-5) (fig. 134)

. dd
r :Zoje"-

Pour une rotation 46 le flux coupé par un

ﬁ:ﬂ_ coté vertical est
A

do — al doB—= L SB o,
2 Q

oG Y/ =
i
Jes
NN

coupé par le cadre est

fe— ———
Jpoweencnsece

dd = 2Ndy = NSB do = @, do.

f\ﬁ et comme il y a 2N brins verticaux, le flux total
2
Z

Nous retrouvons bien I’expression

. dd

F. 4. P=2———=
1G. 134 odf)

Doo-

En résumé la déviation est proportionnelle a I’intensité du courant
qui traverse le cadre.

Remarque. En I’absence de cylindre de fer doux, I'induction ne serait
pas radiale dans P’entrefer mais elle pourrait étre considérée comme
uniforme. On montre facilement que dans ce cas la condition d’équilibre
s’exprimerait par

Coy = DgytoCOS 0,3

la proportionnalité de ¢, a 6, ne subsisterait que pour les faibles déviations
(cos 0, == 1).
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16-3. Sensibilité du galvanometre.

La sensibilité du galvanoméire & cadre mobile,

_do__NSB _ @,

—_— - = = —y

di G G

est indépendante de [Dintensité. Ce fait, trés important, se traduit pour
les ampéremeétres a cadre mobile par I’égalité des intervalles de la gra-
duation tout le long de I’échelle.

1° La sensibilité est inversement proportionnelle & la constante de
torsion C des fils de suspension.

Pour un fil cylindrique de longueur /, de diamétre d, C est donné par

la formule de Coulomb
dt
— YT,

dans laquelle v, module de torsion, ne dépend que du matériau qui
constitue le fil.
On accroit donc la sensibilité :

a) En augmentant la longueur des fils de suspension; on est trés vite limité
par I’encombrement.

b) En diminuant leur diamétre d; ce moyen est trés efficace puisque C
est proportionnel & la quatriéme puissance de 4. On utilise donc des fils
trés fins; on est cependant limité par I’obligation d’assurer la suspension
de ’équipage mobile et par ’accroissement de la résistance électrique des
fils. Dans les meilleurs appareils on emploie des fils aplatis en forme de
ruban qui, pour une méme section, ont une constante C plus petite que
celle d’un fil cylindrique.

¢) En utilisant un matériau de faible module de torsion. L’argent convient
bien, d’autant mieux qu’il posseéde une grande conductivité. On emploie
également des alliages tenaces et bons conducteurs et méme des fils
de silice dont le module de torsion est trés faible, mais dans ce dernier cas,
comme le matériau est un isolant, les bornes du galvanomeétre sont
relides directement au cadre par des trés fins rubans d’or qui exercent
sur le cadre un couple pratiquement nul. '

20 La sensibilité est proportionnelle & ¢, = NSB.

a) On prend d’excellents aimants qui permettent d’obtenir une
induction B de Pordre de o,1 Wb.m~% et méme dans certains cas
des électro-aimants.
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b) L’accroissement de la surface S du cadre et du nombre N de
spires présente divers inconvénients: on accroit simultanément le
moment d’inertie J (et par suite la période d’oscillation) et la résis-
tance électrique du cadre; d’autre part les valeurs élevées de B ne
peuvent étre obtenues que dans des entrefers relativement restreints.
En fait, les cadres des appareils modernes ont une surface qui ne dépasse
guére quelques centimeétres carrés et comportent quelques centaines de
spires.

Etudions I'influence de N sur la sensibilité ¢ et sur la résistance g du
galvanomeétre. Si ’on multiplie N par £, ¢ est aussi multiplié par £. Le
volume de I'enroulement étant supposé constant, la longueur / du fil est
multipliée par % tandis que sa section est divisée par £. Par suite, le

rapport - et la résistance g sont multipliés par #%. Comme o, \/7 est

donc multiplié par £; par suite

0
Pour les cadres de méme volume la déviation est proportionnelle & la racine carrée
de la puissance consommde par effet Foule dans le cadre.

Supposons que le galvanométre soit dans un circuit contenant une
force électromotrice E, R étant la résistance du circuit extérieur au gal-
vanometre; la déviation est

o = Aip/z — AE \/§R= AER.
$TR e+
Ve
Dans Pexpression de «, le numérateur AE est constant alors que le dénc-

minateur est la somme de deux termes dont le produit R est constant;
ce dénominateur est donc minimal et la déviation est maximale pour

R _Ve RrR-s

Ve

La déviation est donc maximale quand la résistance du galvanométre est
égale a la résistance extérieure g.

32 Sensibilité et période d’oscillation.

L’équipage mobile constitue un pendule de torsion dont la période

des oscillations est B
T(] = 27 \/%.



GALVANOMETRE A CADRE MOBILE 239

Remplagons G par son expression C = Lo en fonction de la sensibilité; il
vient
To = 2ﬁ\/j ——G—; G = (I)O Tﬁ.
Dy 47%]
La sensibilité est proportionnelle au carré de la période.

La réduction du moment d’inertie J obtenue en employant un cadre
léger allongé dans le sens vertical permet de diminuer G et par consé-
quent d’augmenter la sensibilité ¢ sans modifier la période et par suite
la durée des mesures. Les galvanométres courants ont des moments
d’inertie de 'ordre de 2.107% kg.m?; on construit méme des équipages
dont le moment d’inertie est inférieur & 10~? kg.m?2.

40 Sensibilité en ampéres et sensibilité en volts.

La sensibilité ¢ que nous avons définie est aussi appelée sensibilité
en ampeéres; elle qualifie le galvanomeétre dans son emploi pour déceler
des intensités trés faibles. Dans la pratique, avec les ordres de grandeur
des caractéristiques précédemment données et en mettant en ccuvre la
méthode de Poggendorff dans les meilleures conditions, on arrive a
déceler des courants de 1071 et méme de 10712 ampere. Par exemple,
pour un galvanométre dont les caractéristiques sont

B = 0,2 Wb.m~%; S = 4cm? = 4.107% m?; N = 400;

C=10"% N.m.rd™; J = 1072 kg.m?%;
on a
—4
g =200 X 41';: L g2, 108 Aadt; T,=82%=063s

Sur une échelle placée a 2 m on peut facilement déceler un déplace-
ment du spot de 0,2 mm; au plus petit courant décelable 4z correspond
une rotation 40 :

0,2
2 000

2dp =

== fo~*xd,

par suite

-5
di _oh_ 2-10 ° 1 6.10711 A,
o 3,2.10°

La grande sensibilité du galvanomeétre a cadre mobile le fait employer
dans les méthodes de zéro ol 'on a a constater ’existence et le sens de
courants trés faibles. Quant au galvanométre différentiel, il sert a vérifier
I’égalité d’un courant ¢ étudié et d’un courant connu z;; son équipage
mobile est constitué par deux cadres identiques placés dans la méme
induction radiale : deux courants de méme intensité traversant les
cadres dans les sens convenables ne donnent aucune déviation.
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Le galvanométre est souvent utilisé pour déceler des forces électro-
motrices trés faibles, la quantité intéressante est alors la sensibilité en volts
o', rapport de la déviation 40 a la force électromotrice correspondante.
Si R est la résistance de tout le circuit (comprenant la résistance du
galvanomeétre), on a

La sensibilité en volts dépend donc de la sensibilité en ampéres et de
la résistance du circuit; nous verrons que celle-ci conditionne aussi la
fagon dont I’équipage atteint sa position d’équilibre.

16-4. Mouvement de I’équipage mobile du galvanometre.
Amortissement.

Considérons un circuit de résistance R comprenant une force électro-
motrice constante E et un galvanomeétre a4 cadre mobile. Nous nous pro-
posons d’étudier le mouvement qui conduit I’équipage mobile a sa
position d’équilibre lorsqu’on ferme le circuit. Nous négligerons I’'induc-
tance propre du circuit qui n’intervient que dans des cas exceptionnels.

Au cours du mouvement le cadre est soumis a différents couples et
nous avons, XI' représentant la somme algébrique des moments de ces
couples,

d* _ ST
= =T,
dt?

par application du principe fondamental de la dynamique.
Les frottements dus a la viscosité de I’air (il ne doit pas y avoir de
frottements solides qui nuiraient a la fidélité de l'instrument) créent

un couple résistant — f d?? proportionnel a la vitesse angulaire, f étant un

coefficient constant (non homogéne a une force). Le couple de rappel
dft aux fils de torsion est — Co0. Enfin, : étant l’intensité du courant 2
Pinstant ¢, le couple électromagnétique agissant est i, et nous avons par
suite

d%h do .
- == —Cp | D,
de? /& °

Dans le calcul de 7z nous devons tenir compte de la force électromotrice
d’induction ¢ qui prend naissance dans le cadre du fait de son déplace-
ment dans I'induction magnétique de I’aimant; nous avons, en vertu de
la loi fondamentale de I’induction,

dd _ dd do do

6 = — —— -—-—___=—(I')OE.'

dt ~ do dt
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et application de la loi d’Ohm au circuit a I'instant ¢ nous donne,
E

en posant i, = -—,

R
E+e . D, d6

T = = —

R ® R 4t

D’oli finalement, en posant I' = f + %,

d®y

d0 .
(1) T+ T2+ Co = .

Nous voyons, comme nous pouvions nous y attendre, que les phéno-
menes d’induction introduisent un couple résistant proportionnel a la

vitesse angulaire. Le courant ¢ produit donc un couple moteur constant
2

p 5oie &b fi s .
&2, et un couple résistant dont le factcurﬁ" caractérise I’amortissement

par les courants induits au méme titre que le facteur f caractérise ’amor-

tissement par les frottements de I’air. Le facteur f est le plus souvent

négligeable par rapport a celui dit & P'induction électromagnétique.
d®e . do

A la position d’équilibre, b et 7 sont nuls et nous retrouvons la
valeur ¢ .
b, .
00 == EQ Lo,

qui définit cette position. 0, est une solution particuliére de I’équation (1),
équation différentielle du second ordre a coefficients constants avec
second membre.

Lintégrale générale 6 de cette équation est la somme

0 = 0o + 0y,

6, étant lintégrale générale de ’équation sans second membre. Par suite le
mouvement autour de la position d’équilibre défini par 6, est le méme
que celui, 0, = ¢(¢), autour de la position d’équilibre particuliére corres-
pondant a i, = o.

La fonction 0, = ¢(¢) dépend de la nature des racines de I’équation
caractéristique

Jx2 4+ Fx 4+ G = o,
donc du signe du discriminant
A = F2—4]JC.

Supposons, ce qui est le cas le plus fréquent, que f soit négligeable
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2
par rapport a % ; le discriminant,

q)4
A zﬁg_‘I‘JC:

est nul pour une valeur particuliére de R, appelée résistance critique R,

2
RG — (I)L_ .
2v/JC
Deux cas sont a considérer :

1° Mouvement oscillatoire amorti. R > R, la résistance du circuit
est supérieure & la résistance critique. Le discriminant de I’équation caractéristique
est négatif.

2
Le facteur d’amortissement F z% est alors faible. Les deux racines

de I’équation caractéristique sont imaginaires,

X =— NI ju,
avec
_F __ ®; , G F2 ., La
)‘_;1_2‘]1{ et w —T—;T?‘_mu A%,
en posant
o, =y /S — 27,
’ J Ty

I’équation du mouvement,
6 = 60 "I_ 01 = 00 + Ome_“ Sin (U)t + q?),

est celle d’un mouvement oscillatoire amorti autour de la position d’équi-
libre 6 = 6y, les constantes 6, et ¢ étant déterminées par les conditions
initiales.

Si la résistance du circuit est infinie, autrement dit si le circuit
2

& CI) . . . » ’
est ouvert, nous avons 7, = 0 et T{E = o, F se réduit & f qui est en général

petit, de sorte que I’équation différentielle du mouvement

d=9
ou
d®0 2
T W =0,

est celle d’un mouvement sinusoidal,

0 = 0, sin (wet + 9) = 0, Sin<2ﬁT_z: =+ qa),

0
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de période

T, est la période propre de 1’équipage mobile. Les oscillations sont celles
d’un pendule de torsion trés faiblement amorti par les frottements de
Iair, les phénomeénes électriques et électromagnétiques ne jouant
aucun réle. Si par exemple, a I'instant initial # = o, le cadre est écarté
de sa position d’équilibre de I’angle 0,, et abandonné sans vitesse initiale,
I’équation du mouvement est

6 = 0, cos wyf = 0, COs 2%

0

Si R n’est pas trés grand tout en restant supérieur a la résistance

critique, la période T — 2T des oscillations amorties est supérieure a
[0}]

la période propre T, (puisque w < wy). La courbe I représentative

(fig. 135) est comprise entre les deux exponentielles

0 = 00 = Omeﬁ‘“q

Fic. 135.

Le cadre atteint sa position d’équilibre en un temps théoriquement
infini. Si Pon appelle décrément logarithmique la grandeur

2] 2JR 7’

I’équation du mouvement s’écrit
t

—
0 =0, + 6,6 Tsin (w4 o),

6. et ¢ étant déterminés par les conditions initiales.
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Pendant une durée T, I’amplitude, rapportée a la position d’équi-
libre § = 0y, est multipliée par ¢—® (divisée par ¢®); par suite le rapport
de deux élongations maximales successives d’un méme c6té de la position
6 = 6, est égal a ¢~*. Nous avons d’autre part

d’oli I’expression de la pseudo-période T en fonction du décrément
logarithmique & et de la période propre T, :

g2 32
&L =T, 1+4ﬁ22T0<1 —}—Q)

L’écart entre T et T, est d’autant plus réduit que R est plus grand en
méme temps que I’amortissement, caractérisé par 3, diminue. Par contre,
lorsque R se rapproche de la résistance critique R, 3 croissant, le nombre
d’oscillations pour lequel la position d’équilibre est pratiquement
atteinte diminue,

2° Mouvement apériodique. R <C R, la résistance du circuit est au
plus égale a la résistance critique.

Le discriminant de [I’égquation caractéristique est positif, les racines de
cette équation, — }; et — ), sont négatives et I’équation du mouvement
est de la forme

0 = 0 + Aje™ + Aye,

les constantes A; et A, étant déterminées par les conditions initiales.
L’équipage mobile atteint sa position d’équilibre, en un temps théoriquement
infini, sans oscillations; le mouvement est apériodique (fig. 186).

6

Fic. 136.

3° Cas limite ou R est égal & R..

L’équation caractéristique admet une racine double négative

C
Ao :\/T= Wy
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I’équation du mouvement est alors de la forme
0 = 0y + (A -4 Bi)e™*,

Pratiquement, le mouvement s’arréte lorsque I’élongation donnée
par la formule théorique (mouvement périodique aussi bien qu’apério-
dique) est devenue suffisamment petite pour que les frottements solides,
qui existent toujours méme trés réduits, interviennent. On établit que,
pour une valeur déterminée de la période propre T, (donc pour des
valeurs données de J et de C), I’amortissement correspondant &4 R = R,
appelé amortissement critique, est celui pour lequel la position d’équilibre
est pratiquement atteinte pendant le temps le plus court. Ce résultat se
traduit sur le diagramme de la figure 136 par le fait que la courbe
critique 6, = f(#) est au-dessous de toutes les courbes apériodiques,
celles-ci s’en éloignant d’autant plus que R, inférieur & R, est plus
petit.

La résistance R est au moins égale a la résistance g du galvanométre,
laquelle est toujours inférieure a la résistance critique Rg; la différence
Ry = R;— g, que 'on peut appeler résistance critique extérieure, est la
résistance extérieure qui réalise 'amortissement critique. Il en résulte
que, lorsqu’on court-circuite le galvanomeétre (R = g), ’amortissement
est le plus fort et le cadre atteint le plus lentement sa position d’équilibre
par un mouvement apériodique. On mesure R; en déterminant la
résistance extérieure Ry pour laquelle le régime du mouvement
change.

On a intérét, pour réduire la durée d’une mesure, a réaliser 'amor-
tissement critique, la position d’équilibre est alors atteinte en un temps
dont 'ordre de grandeur est celui de la période propre T, du cadre.
On s’arrange cependant le plus souvent pour obtenir un amortissement
légérement inférieur & D'amortissement critique, I’équipage mobile
n’effectue alors que quelques oscillations et P’observation de celles-ci
permet de vérifier que le cadre n’est pas arrété par des frottements
solides trop grands qui nuiraient a la fidélité de 'instrument.

16-5. Amperemetres et voltmetres a cadre mobile.

Dans I'industrie, et souvent méme au laboratoire, une trés grande
sensibilité n’est pas nécessaire et le galvanomeétre a cadre mobile, tel que
nous P’avons décrit, est modifié pour satisfaire a certaines conditions
pratiques; il constitue alors un ampéreméire & cadre mobile ou ampéreméire
magnéto-électrique.

Un ampéremétre doit étre robuste, fonctionner dans toutes les
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positions et permettre une mesure directe par simple lecture. Pour cela

(fig. 137) le cadre est monté
sur deux pivots et le couple de
torsion des fils de suspension
est remplacé par le couple
¢lastique de deux ressorts spi-
raux en bronze phosphoreux,
conducteurs mais non magné-
tiques, qui servent également
a conduire le courant. Une
aiguille solidaire du cadre se
déplace devant une gradua-
tion; un contrepoids améne
le centre de gravité de I’équi-
page mobile sur ’axe de rota-
tion de sorte que l’appareil
peut fonctionner dans n’im-
porte quelle position.

Bien que la construction d’un ampéremétre sacrifie la sensibilité
dans une certaine mesure, celle-ci est encore souvent trop grande,
I’appareil ne pouvant supporter des intensités trop fortes. L’emploi de
shunts dont la résistance est faible reviendrait pratiquement a court-
circuiter ’ampéremeétre et I’équipage mobile, trés fortement amorti,
ne gagnerait que trés lentement sa position d’équilibre, sa résistance g
étant elle-méme faible. On évite cet inconvénient a ’aide d’un réducteur.

Dans le montage du réducteur le cadre est fermé sur une résis-
tance R (fig. 138 @) voisine de la résistance critique Rg; une des bornes
de Pappareil de mesure est O (borne zéro), 'autre, A, est telle que la

Fic. 138.

résistance de OA soit 7, petite par rapport & R. Si I est 'intensité
mesurer, 'ampéremétre est traversé par

1

I

r

g+ R

4,
n
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En dotant I’appareil de plusieurs bornes A;, A,, A, (fig. 138 ?)
correspondant aux valeurs 7y, 7y + 7y, 7, + 1, + 75, de 7, on peut
disposer de plusieurs facteurs de multiplication :

1=g—|—R—1—r2+r32_&. n—&t+R+r R |
51 " : 1T 7y oy’
g+ R R

N

ry 1ot 7r3 T+ 1+ 1

n

-

Les ampéremeétres a4 cadre mobile ont supplanté d’autres types
d’appareils par suite de nombreux avantages qu’ils présentent:

Gréce au champ radial la déviation est proportionnelle & I’intensité (appa-
reil & sensibilité constante), par suite les divisions sont équidistantes
dans toute I’étendue de la graduation pour une rotation maximale
pouvant dépasser go°. Leur étalonnage se fait par comparaison et reste
valable dans la mesure ol ’aimantation de I’aimant permanent est
invariable avec le temps; certains alliages ont permis de réaliser cette
condition essentielle d’une fagon satisfaisante.

Ils sont robustes, par suite transportables, et pratiquement insensibles aux
actions magnétiques extérieures, ce qui permet leur emploi au voisinage des
machines électriques.

Eventuellement dotés d’un shunt ou d’un réducteur, leur résistance
est faible et la différence de potentiel maximale entre leurs bornes est
de 'ordre de quelques centiémes de volt, de sorte que leur consommation
est faible, de ’ordre du centiéme de watt, pour fixer les idées.

Leur emploi exige cependant quelques précautions élémentaires, car
il faut tenir compte du fait qu’ils sont polarisés et non utilisables en
courant alternatif. Bien entendu il faut éviter, par une faute de montage,
de trop dépasser 'intensité maximale qu’un ampéremétre peut mesurer;
les appareils & plusieurs sensibilités limitent ce danger.

Les ampéremétres a cadre mobile sont particulierement utilisés
comme appareils de contréle. Afin de pouvoir bénéficier de leur sensibilité,
Pextrémité de ’aiguille, aplatie normalement a la surface de la gra-
duation, se déplace au-dessus d’une glace; en plagant I’ceil de fagon a
voir l’aiguille dans le prolongement de son image, on évite les erreurs
de parallaxe. Dans ces conditions il est possible de mesurer une intensité
avec une incertitude qui ne dépasse pas le milliéme de 'intensité maxi-
male que ’ampéremeétre peut mesurer; aussi, avec les appareils a plu-
sieurs sensibilités, une précision relative de I’ordre du millieme est facile-
ment atteinte; il suffit de choisir la sensibilité (aprés un premier essai)
qui donne la plus grande déviation.

Nous savons déja (Elect. I) qu’un appareil galvanoméirique peut étre
monté en voltmétre en le mettant en série avec une grande résistance, I’ensemble
étant placé en dérivation entre les points dont on veut mesurer la diffé-
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rence de potentiel. Le cadre du voltmétre peut alors sans inconvénient
avoir une résistance assez grande et ’appareil offrir une grande sensibilité,
ce qui est avantageux puisque dans ce cas I'intensité qui le traverse est
trés faible. Certains voltmétres ont plusieurs sensibilités, obtenues en
mettant en série différentes résistances additionnelles.

Les appareils appelés contrdleurs universels (fig. 139) sont utilisables

; : 1,5 15 150
Volts

0 10 1 0,1
Amperes
Fic. 139.

en ampéremétres a plusieurs sensibilités grdce a un réducteur, et en
voltmeétres a plusieurs sensibilités gradce a un jeu de résistances addition-
nelles en série. Certains, pourvus d’un redresseur intercalable par un double jeu
de bornes, sont utilisables en courant alternatif (appareils a redresseur incor-
poré).

16-6. Classe d'un appareil de mesure.

Les appareils (ampéremétres, voltmétres, fluxmeétres) ol I’on repére
la position d’une aiguille mobile devant une graduation ne fournissent
en général pas une précision absolue égale a celle qui ne résulte que de
Pincertitude de la lecture. Les constructeurs caractérisent la précision
absolue réelle par un nombre appelé classe de I’appareil :

La classe d’un appareil est n si Pincertitude absolue d’une mesure est n %, de
ce que représente toute [’étendue de [’échelle.

Par exemple, pour un milliampéremétre de classe 1 & deux sensi-
bilités, dont la graduation maximale est soit 15 mA, soit 150 mA,
Iincertitude absolue d’une mesure est soit 0,15 mA, soit 1,5 mA suivant
la sensibilité utilisée.

Les appareils étalons sont de classe 0,1 ou 0,2, les appareils de
contrdle ou de vérification, de classe 0,5 ou 1, les appareils industriels,
de classe 1,5 ou 2,5.
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16-7. Galvanometre balistique.

1° Principe.

Un galvanomeétre balistique est un galvanométre utilisé 4 la mesure
d’une quantité d’électricité Q qui traverse, pendant une durée trés
courte 1, un circuit dans lequel est intercalé I'appareil. Il s’agit par
exemple de la charge ou de la décharge d’un condensateur, ou de la
quantité d’électricité induite dans une bobine que ’on soustrait rapide-
ment a l’action d’une induction magnétique.

A linstant { = o le cadre est immobile dans sa position de zéro.
Les phénomeénes peuvent étre scindés en deux phases :

a) Entre les instants zéro ef =, la quantité d’électricité QQ a traversé le
galvanomeétre.

1 est supposé suffisamment court par rapport a la période propre de
P’équipage mobile,

pour que celui-ci n’ait pas eu le temps de se déplacer d’une fagon appré-

ciable alors que la vitesse angulaire a pris une valeur (ﬁ) . Autrement
0
dit, lorsque la quantité d’électricité Q a traversé le galvanomeétre,

Pélongation angulaire 6 du cadre est nulle mais I’énergie cinétique de
celui-ci est

I do\?

Lg%y,

2 dt 0

L’équation différentielle du mouvement du cadre parcouru par
Pintensité 7 & ’instant ¢ est (16-4)

d2p de :
270 L g 49 L o = 3
a’t2+ dt o G0 = Dy
Exprimons que pendant le temps < la quantité d’électricité
T
Q= [ ia
0

a traversé le galvanometre. Nous avons
T d2p T 46 T T,
_a’t—I—Ff—dt-{—Gf Odt——(I)f dt = 3,0,
J f‘o de? o dt 0 *Jo z o

d’ot1, puisque § est constamment nul pendant cette premiére phase du
phénomene,

‘Edze dg T de T de T
o di? dt]o (dz:)o fo dt (013 ’ fo
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d do b
— = (I) ; —_— =0 .
J(df>o = (dt>o J -

b) A linstant 7, pris pour origine des temps de la deuxiéme phase
des phénomenes :

et par suite

L’équipage mobile est lancé & partir de sa position de zéro avec la vitesse

initiale (%) proportionnelle & la quantité d’électricité qui a traversé le galvano-
0

mélre.
Le mouvement ultérieur du cadre dépend de I’amortissement,
et 'on démontre que

Quel que soit I’amortissement, la premiére élongation maximale
0, atteinte est proportionnelle a la vitesse initiale, donc a la quantité
d’électricité Q.

On a donc

0, zA(%%)ozA%ﬂQ—:BQ.

Les grandeurs A et B dépendent de ’amortissement, B est la constante
du galvanométre dans les conditions particuliéres de son utilisation en balistique.

2° Conditions d’utilisation.
Nous allons établir expression de B dans deux cas particuliers :

a) Amortissement nul.

Ce cas correspond pratiquement a celui o1, a I'instant r, le galvano-
metre est en circuit ouvert (I = f~~o0); il se trouve réalis¢ dans la
charge et dans la décharge d’un condensateur a travers le galvano-
metre. Le mouvement du cadre est sinusoidal.

Nous avons, en prenant Pinstant t pour origine des temps,

6 = 8, sin wel, % = B,wg COS wgl,
d9 D, C
9 =20Q = 0, = 0,4 / —,
(), =T Q= s \/J |
et par suite
B, = —20_ Q.

VJG
b) Amortissement crilique.

I’équation du mouvement est de la forme (16-4)

6 = (A -+ Br)e",
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>\0=\/§.

Compte tenu des conditions initiales

avec

i), J
on trouve
do
A = 0 t — ————
) (dz>o’
par suite

A TPinstant

P’élongation passe par le maximum

I de) I b
O =—(— ] —=0;368-—2_0Q),
€ (dt 0 ko : VA[®

L’amortissement critique est réalisé¢ par exemple si 'on mesure la
quantité d’électricité induite dans une bobine dont la résistance est
égale a la résistance critique extérieure R,

Dans le premier cas, I’élongation maximale est atteinte au bout du

temps LY , dans le second, au bout du temps

L = 1=Tu
Py C 2%

Ces temps sont donc d’autant plus grands que la période propre du
galvanometre est elle-méme plus grande; ce résultat est d’ailleurs
valable quel que soit ’amortissement.

La mesure d’une élongation maximale, qui s’effectue au cours
d’un mouvement, est d’autant plus facile que cette élongation est atteinte
dans un temps plus long; on a donc intérét & augmenter la période. 11 ne faut
d’ailleurs pas oublier que le résultat essentiel que nous avons obtenu, a
savoir la proportionnalité de 0, a Q , n’est valable que si 1 est petit par
rapport a T.

L’augmentation de la période se réalise le plus souvent en surchar-
geant le cadre par de petites masses de plomb portées par des tiges;
on augmente ainsi le moment d’inertie J et par suite Ty mais I’on diminue
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la sensibilité de P'appareil. Certains galvanomeétres sont congus pour
fonctionner en balistique : leur constante de torsion C est réduite et leur
cadre est large dans le sens horizontal de fagon a augmenter J sans
alourdir I’équipage mobile.

Le galvanométre balistique ne se préte que difficilement @ des mesures absolues.
Il est préférable de le réserver a des mesures relatives, de I’étalonner
dans chaque cas et méme de ne ’employer qu’a la mesure d’un rapport
de quantités d’électricité dans les mémes conditions d’utilisation; ce
rapport est alors égal a celui des élongations maximales correspon-
dantes.

3° Shunt d’un balistique.

Lorsqu’un galvanomeétre balistique, de résistance g et d’inductance
propre L, est muni d’un shunt de résistance s et d’inductance propre L/,
la quantité d’électricité Q) se partage entre le cadre, dans lequel il passe
g, et le shunt, dans lequel il passe ¢’, comme en courant continu; autre-
ment dit 'on a

Q=¢q+4 ¢, gq = sq'.

En effet, 2 chaque instant pendant la durée <, les différences de
potentiel aux bornes du cadre et du shunt sont égales et ’on a, ¢ et ¢/
étant les intensités dans les deux dérivations & cet instant,

. B, di’
1.2 == it 1. a
grip=s+ L=

la force électromotrice d’induction dans le cadre étant nulle puisque le
cadre est immobile.

Nous avons par suite, en intégrant entre les instants zéro et t corres-
pondant & la premie¢re phase des phénomeénes,

T T dl T % dl’
dt L—=—dt = "dt 12 dt
Jodat L= [Taat [V
gq + L[]s = s¢’ 4+ L'[i']5,

et, comme ¢ et ¢’ sont nuls aux instants zéro et t, on a bien gg = s¢'.
En somme, comme L est beaucoup plus grand que L/, I'inductance
propre L, qui retarde I’établissement du courant dans le cadre, I'y
prolonge a la fin du phénoméne de sorte que ¢ et ¢’ restent bien inverse-
ment proportionnelles &4 g et & s.

Il est donc possible de shunter un balistique mais & condition de
tenir compte de ce que I'amortissement s’en trouve modifié, aussi
doit-on Iétalonner muni de son shunt. Ces résultats sont applicables au
fluxmeétre.
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16-8. Fluxmetre.

Un fluxmétre est un galvanométre privé de son couple de rappel. Ce résultat
est obtenu en rendant I’équipage mobile sur deux pivots, son centre de
gravité étant sur ’axe de rotation; le courant est amené par des rubans
d’argent dont la torsion est négligeable. Le cadre, qu’aucun courant
ne parcourt, est en équilibre dans une position quelconque; une butée
mobile permet de le ramener 4 sa position de zéro.

Si R est la résistance totale du circuit, y compris celle du fluxmétre,
et ¢ une force électromotrice extérieure, I’équation du mouvement du
cadre est, d’aprés la relation (1) du paragraphe 16-4 dans laquelle
(i =0,

d29 do e

g ==y

2
avec F = %, en négligeant les frottements de ’air.

Le fluxmétre a deux principaux usages :

1° Mesures d’un flux d’induetion et d’une induction magnétique.

Le circuit extérieur au fluxmeétre comprend une bobine plate que
Pon peut déplacer dans une induction magnétique. Initialement immo-
bile dans une position 1, la bobine est traversée par le flux ¢, et le flux-
metre est en équilibre a la division 0,.

A Tinstant ¢; = o la bobine est déplacée; au cours du déplacement,
a l'instant £, elle est traversée par le flux ® et elle est le sitge d’une
force électromotrice
_de

dt’

de sorte que I’équation du mouvement du cadre est

420 46 &, dd
ath | pab _ _ Pea?®
(z) F7ERET R 4

A TPinstant #, la bobine est immobilisée dans la position 2; & partir
de cet instant elle est traversée par le flux ®, constant et elle n’est le siege
d’aucune force électromotrice d’induction. A P’instant r, un peu postérieur
a Pinstant ¢,, le cadre s’arréte a la division 6, sous ’action des courants
induits [I’équation du mouvement est (1) sans le second membre].

La rotation du cadre entre les instants o et ¢ est donc a = 0,— 0,
et la variation de flux & travers la bobine est A® = §, — P,.
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Intégrons I’équation (1) entre les instants zéro et t; nous avons

T 2 Tdo G, rTdd
T dt I il _ — =0 -z
‘Ifo dt? T fo dt & R J, dt %

T d29 a0 Tdo
- == = 0, 4t = ® === —_— s
o di? [dt]o 0 j(; 7 [0]5 = 63— 0643

Tdd
—— dt = e
fo - [0]: = A,

Fa = ——(—II%A‘I).

La déviation du fluxmétre, proportionnelle & la variation du flux
a travers la bobine, est indépendante de la durée de cette variation.

2

On peut s’arranger pour que f soit négligeable par rapport a —°;

on a alors (16-4) R
__ A%
D

o =

b

relation qui nous montre que le flux a®, coupé par le cadre est égal a la dimi-
nution du flux & travers la bobine : ce résultat traduit la loi de Lenz.

La déviation o (exprimée en radians) mesure ainsi directement un
rapport de flux, elle est indépendante de la résistance R du circuit et par suite
de la résistance g du fluxmétre. On peut donc étalonner le fluxmeétre direc-
tement en flux et les divisions de la graduation devant laquelle se déplace
Paiguille sont équidistantes. Par exemple, si &, = 0,01 Wb = 10® max-
wells et si une division correspond a o,01 rd, chaque division corres-
pond a une variation de flux AP = 107* Wb = 10* maxwells. La
précision relative des mesures de variations de flux peut atteindre quelques
milliémes.

Remarquons que si AP est connue, la mesure de « permet de déter-
miner @,

Supposons que la bobine précédemment utilisée soit une bobine
plate comportant N’ spires de surface S’ et qu’elle soit tout d’abord
disposée normalement aux lignes d’une induction uniforme B’ (rap-
pelons que les notations N, S, B sont relatives au fluxmeétre et que
®, = NSB). Elle est traversée par le flux ® =N'S’B’. Eloignons-la dans
une région de I’espace o1 I'induction est nulle (on suppose B’ suffisamment
grand pour qu’on puisse négliger I'induction terrestre). Nous avons

AP =— & =—N'S'B,
et par suite
N'S'B’
Do

D
o = —
Dy
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L’expérience permet donc de mesurer I'induction

ad
B’ = N.'Sof'
Si on avait retourné la bobine face pour face, la variation A® = — 2@

elit été double.

Dans le cas ot I'induction n’est pas uniforme, sans étre cependant
trop rapidement variable dans P’espace, on utilise une bobine de sur-
face réduite pour qu'on puisse considérer I'induction comme uniforme
dans la région ou elle est placée.

20 Mesure de quantités d’électricité et de capacités.

L’expérience précédente montre la possibilité de mesurer la quantité
d’électricité QQ transportée dans le circuit par le courant induit dans la
bobine; on a en effet (16-8)

L AP _ R

Il est essentiel de remarquer que la déviation « dépend de la résis-

tance R du circuit :

Le fluxmétre ne peut donc pas étre gradué en quantités d’électricité et un étalon-
nage n’est valable que pour une valeur délerminée de R.

Le probléme se pose d’une fagon différente lorsqu’il s’agit de mesurer
la charge Q d’un condensateur C. Si I’on déchargeait directement le conden-
sateur chargé sons la tension U dans le fluxmeétre, la déviation « serait
infinie (I’aiguille viendrait buter a extrémité de la graduation) puisque
R est infini et cela quelle que soit Q . Il est nécessaire de shunter le flux-
métre pour effectuer une mesure.

Soit ¢ et ¢' les quantités d’électricité qui, aprés la décharge, ont
traversé respectivement le fluxmeétre (résistance g) et le shunt (résis-

tance s) (fig. 140). Nous avons, d’apres ce

que nous avons établi (16-7),
(1) s¢ =g9; q¢+¢ =0Q.

La résistance du circuit du flux-
—\VVWWVWWAWWA—— meétre est R =g 4 s, et la déviation

8 du fluxmétre est donc

{ I I o = (i q :g;" Sé[:
!Cl par suite, ’ ’
Fic. 140. o = ‘;—OQ.

La déviation est proportionnelle & la charge du condensateur, mais le facteur
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de proportionnalité dépend de la résistance s du shunt. La sensibilité aux mesures
de charges de condensateur est donc proportionnelle a s; elle serait
infinie sans shunt (s = «) et, comme nous ’avons dit, ’appareil serait
inutilisable. Le fluxmétre peut donc servir & la comparaison des charges
et des capacités de condensateurs préalablement chargés sous la méme
tension et déchargés dans le fluxmétre pourvu du méme shunt.

Exercice.

Exercice 27. — On se propose de mesurer I'induction magnétique uniforme B a
I'aide du montage de la figure 141, F est un fluxmatre gradué en divisions équi-
distantes mais non <¢talonné, csa résistance est g.

4
F

A est une bobine plate de résistance
r comportant N spires de suriace §, R
est une résistance inconnue, C est Ia
capacité connue d’un condensateur, P
est une batterie de piles de force
électromotrice connue E.

FUALFLL lo La pile ct le condensateur sont

hors-circuit (comme sur la figure). La
bobine A étant normale 2 B est amenéc

0 brusquement dans une région ol I’in-

9]
|

E

Fic. 141.

duction peut &tre considérée comme
nulle. On observe la déviation 0 du

rupteur en position 1) puis on le
décharge dans le fluxmétre shunté par
R (interrupteur en position 2). On
mesure la déviation 6.

fluxmeétre,
—MlMl J 20 On chargele condensateur (inter-
P

Exprimer B en fonction des mesures 0 et (” ct des données nécessaires.

On a pour la premiére mesure

o _ NSB
o,

pour la seconde (décharge d’un condensateur dans un fluxmetre shunté)

R
g == = .
(on

D,

D’ou, par division membre & membre,

et enfin

6 _ NSB
o RCE’
B — RCE 6

NS 6'°
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CHAPITRE XVII

DEFINITIONS ET GENERALITES
SUR LES COURANTS ALTERNATIFS

17-1. Définitions (fig. 142 4, &, ¢).

Nous n’avons jusqu’ici considéré que des courants d’intensité cons-
tante ou courants continus. Ce n’est qu’exceptionnellement que nous
avons été conduits & envisager des courants variables dont I’intensité est
fonction du temps. Rappelons que nous avons étudié I’établissement
d’un régime permanent (13-5), la rupture du courant (13-6) dans un
circuit inductif, la décharge d’un condensateur dans une résistance
morte (Electricité I, 15-3) et dans un circuit inductif (13-8). Dans ce
dernier cas nous avons vu que la décharge pouvait étre oscillatoire amor-
tie et méme sinusoidale lorsque la résistance du circuit inductif est
suffisamment faible.

Un courant périodique de période T (fig. 142 a) est un courant variable
dont l'intensité est une fonction périodique du temps; & deux instants
quelconques séparés par T Dintensité ¢ reprend la méme valeur, et
I’on a donc identiquement, quel que soit ¢,

1 =f) =f(+ D),

n étant un nombre entier. La période T s’exprime en secondes, son
inverse N (ou f, ou v), nombre de périodes par seconde ou fréquence,
s’exprime en hertz (Hz ou s™1).

Un courant alternatif est un courant périodique tel qu’au bout d’une demi-
période Uintensité reprend la méme valeur changée de signe; on a donc (fig. 142 5)

V0 E—f(t + Lj)

A partir de l'instant ¢ ol intensité est ¢, pendant la durée trés petite
dt, la quantité d’électricité transportée par le courant est

dg = idt.
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A partir de Pinstant ¢ + % et pendant la méme durée, elle est — dg.

Une période est donc décomposable en deux demi-périodes ou alter-

i
7
t
Fondamental
i A
I m
I
3
T | 3T
2 | 2 o
0o l T l L
| !
| I
' :
(¢)
Fic. 142.

nances pendant lesquelles les quantités d’électricité transportées sont
égales mais de signes contraires; il en découle que la valeur moyenne

i f£+n'['z_ s
nT J,
d’un courant alternatif pendant un nombre entier n de périodes est nulle.
Ce résultat reste valable en premiére approximation si la durée uti-
lisée pour prendre la moyenne est grande par rapport a la période.
Le type le plus important de courant alternatif est le courant sinu-
soidal (fig. 142 ¢), dont I'intensité est une fonction sinusoidale du temps,
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donc de la forme

¢
T

i = I, cos (wf + ¢) = I, cos (27: 4 cp) = I, cos (2= N¢ + o).

¢ est Pintensité a V’instant ¢ ou infensité instantanée, 1, est Uintensité maxi-
male, w = % = 2z N est la pulsation (unité rd.s™1), o est la phase (rd).

Les définitions précédentes sont valables pour d’autres grandeurs
électriques : on aura par exemple pour une force électromotrice e,
pour une différence de potentiel « et pour une induction électromagné-
tique &, les variations sinusoidales

e = E, cos (! + 9); u = U, cos (vt + 0¢); b = B, cos (wt + 9).

Pour les applications pratiques il est commode de classer les courants
périodiques d’aprés I'ordre de grandeur de leur fréquence :

Les courants indusiriels sont trés sensiblement sinusoidaux. La fréquence
de la plupart des réseaux de distribution, et c’est le cas en France, est
50 Hz (elle est cependant de 60 Hz aux Etats-Unis); on utilise égale-

ment des fréquences plus basses pour la traction électrique (16—2— hertz
en Suisse).

Les courants téléphoniques (non sinusoidaux) ont des fréquences, dites
musicales, celles des sons qu’ils transmettent, qui s’échelonnent entre
environ 100 Hz et quelques milliers de hertz, 1 00o hertz pouvant étre
pris comme ordre de grandeur.

Les courants utilisés par la radio sont des courants de hautes fréquences;
celles-ci s’échelonnent depuis celles des ondes kilométriques (2 partir
de 0,1 MHz environ) jusqu’a celles des ondes centimétriques qui peuvent
atteindre plusieurs milliers de mégahertz (courants de trés hautes fré-
quences).

17-2. Théoreme de Fourier.

Ce théoréme s’énonce ainsi :

Une fonction périodique f(t), de fréquence N, peut étre considérée, et cela
d’une seule fagon, comme une forme linéaire de fonctions sinusoidales de fréquences
N, 2N, ..., EN, ..., k étant un nombre entier.

On a, en utilisant les notations relatives & un courant périodique,
(@) =1, + I;cos (2aNt 4 ¢1) + -++ 4 L. cos (2k=Nt + ¢1) + -+ -;

cette forme est appelée série de Fourier, certains de ses termes pouvant
étre nuls.
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Le terme constant I, est nul dans le cas d’un courant alternatif.
Le terme
1, = I; cos (2aN¢ + ¢,)

est le terme fondamental, les suivants sont les harmomques (fig. 142 b).

Nous n’étudierons que les courants sinusoidaux. Les courants indus-
triels sont des courants quasi sinusoidaux; cela signifie que les intensités
maximales des harmoniques sont petites par rapport a celle du terme
fondamental.

Il ne faudrait pas croire que toutes les propriétés d’un courant pério-
dique soient purement et simplement la somme des propriétés des cou-
rants sinusoidaux de sa représentation en série de Fourier, que, par exem-
ple (Ex. 28 et 29) l'intensité efficace d’un courant alternatif non sinu-
soidal soit égale a la somme des valeurs efficaces des différents termes de
la série. Nous le comprendrons mieux lorsque nous aurons vu que /a
fréquence intervient d’une fagon prépondérante dans la plupart des phénoménes.

Dans ce qui suit nous donnerons aux expressions courants sinusoidaux
et courants alternatifs la méme signification.

17-8. Principe de la production d’'un courant sinusoi-
dal. Conditions d’application des lois générales.

Considérons (fig. 143) une bobine plate comportant N spires chacune
de surface S tournant d’un mouvement uniforme avec la vitesse angulaire
w autour d’un axe z'z de son plan, dans une induction uniforme B nor-

male a cet axe. Choisissons un sens posi-
7 tif sur le circuit et par suite une normale

positive ON a son plan. Posons

A
§ = (ON, B) avec un choix de ori-
gine des temps tel que 0 = wt
Le flux d’induction a travers le
circuit a DPinstant ¢ est

d = N'SB cos wt = P, cos wl,

et la force électromotrice induite,

dd .

" e = — " = wd, sin wi.
4 dt

Fic. 143.

Ce dispositif peut étre considéré
comme un schéma trés simplifié des alternateurs industriels. Si le circuit
est ouvert il existe entre ses extrémités une force électromotrice sinusoi-
dale égale a e.
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Si I’on intercale un alternateur dans un circuit, celui-ci est parcouru
par un courant sinusoidal dont la fréquence est celle de la force électro-
motrice, mais il existe en général une différence de phase entre celle-ci
et Iintensité. En courant continu il n’y a lieu de tenir compte que de
forces électromotrices et contre-électromotrices constantes, de résistances;
un condensateur s’oppose au passage du courant en se comportant comme
une résitance infinie. En alternatif, il faut tenir compte des phénomeénes
d’auto-induction et du fait qu’un condensateur peut étre intercalé dans
un circuit. Il faut cependant faire une restriction dans le cas d’une bobine
a noyau ferromagnétique dont I'inductance n’est pas définie (13-3) :
une force électromotrice sinusoisale peut alors fournir un courant alter-
natif non sinusoidal, des harmoniques se superposant a la fréquence
fondamentale (celle de la force électromotrice).

Nous admettrons dans I’étude des courants alternatifs que les lois
générales de [électricité restent valables (12-3) :

a) A chaque instant intensité est la méme en tous les points d’un circuit
simple.

b) La résistance d’un conducteur est la méme pour les courants alternatifs
que pour les courants continus.

¢) Les lois de la conservation de Iélectricité, d’ Ohm, de Joule et de Foraday
(relative & I’électrolyse) ainsi que les lois de I’éleciromagnétisme et de Pinduction,
sont applicables.

En fait les hypothéses précédentes constituent une excellente approximation
pour les courants de basse fréquence, mais elles demanderaient a étre révisées
pour les courants de haute fréquence.

17-4. Effet thermique. Intensité efficace.

10 Effet Joule.

Le passage d’un courant alternatif dans un conducteur de résistance
R s’accompagne d’un dégagement de chaleur par eflet Joule; cela
tient au fait que ’effet thermique, étant proportionnel au carré de I’in-
tensité, donc indépendant du sens du courant (effet non polarisé), le
dégagement de chaleur moyen n’est pas nul.

Le débit de chaleur n’est pas constant puisque Ri2? est variable,
cependant sa variation est la méme pendant les deux alternances qui
constituent une période, :% reprenant la méme valeur, & deux instants
séparés par une demi-période. Il en découle que /la fréquence des variations
de la puissance calorifique dégagée est le double de la fréquence du courant.

La température d’un conducteur varie avec le débit de chaleur qui
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résulte de P’effet Joule; Pamplitude de ces variations dépend de inertie
thermique du conducteur, laquelle est fonction de sa capacité calorifique
et de certaines conditions (surface extérieure de la résistance, nature
et température du milieu extérieur, ventilation); eclle est d’autre part
d’autant plus réduite que la fréquence est plus élevée.

Dans le cas du chauffage électrique, domestique ou industriel (four
électrique a résistance), les variations de la température sont faibles et
ne présentent pas d’inconvénient. Par contre, I'inertie thermique du
filament d’une lampe & incandescence est assez réduite, par suite, ses
variations de luminance sont considérables. Cependant, grice a la
persistance des impressions lumineuses sur la rétine, la luminance parait
constante pour la fréquence 50, deux maximums étant séparés par une
durée de 0,01 s. Le courant alternatif est donc utilisable aussi bien pour
Péclairage que pour le chauffage. Pour des fréquences plus faibles on
observe un papillotement désagréable; pour la fréquence 50 les varia-
tions de luminance peuvent étre mises en évidence par observation
au miroir tournant.

20 Intensité efficace.

Déterminons la puissance calorifique moyenne P (exprimée en watts)
dégagée par effet Joule dans une résistance R traversée par le courant
périodique i de période T'; nous effectuons le calcul pour un nombre entier
de périodes ou, ce qui revient au méme, pour une période.

Entre les instants infiniment voisins ¢ et ¢ + d¢ ’effet Joule est

dW = Ri? d;,
au cours d’une période il est
W=R [ S,
Par suite

W R 2
P — — =¥, 2dt = RI2
T T.foz ’

en posant

I est lintensité efficace du courant périodique; la relation de défi-
nition précédente nous montre que I est la valeur quadratique moyenne
de l’intensité instantanée au cours d’une période (son carré est la
moyenne de :2%).
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L’intensité efficace est aussi I’intensité du courant continu
qui, traversant la résistance R, dégagerait la puissance calorifique
moyenne P.

Avant d’aller plus loin remarquons que les moyennes P et I2 corres-
pondent 4 un nombre entier de périodes. Elles ne sont plus les mémes si
elles sont prises pendant un temps quelconque 6 = £T - A6. Cepen-
dant, si 0 est grand par rapport a T, il comprend un grand nombre %

de périodes, plus A6 qui, en valeur relative, est petit par rapport a 6 <A;G

petit); le résultat du calcul s’en trouve peu affecté. On montrerait
par exemple que pour la fréquence 50 Hz et pour une durée 6 = 10 s
I’écart relatif ne dépasse pas un milli¢me.

Reprenons Iexpression de définition de I2. Sa valeur dépend de la
forme ¢ = f ({) du courant périodique; nous avons, da.ns le cas d’un
courant sinusoidal (fig. 144),

T 3

12:%1' z'?-a’t:-I,T"}f coszwtdt—u—f (1 + cos 2 wi)dt,
0 0
12:L1,3,[¢+isin2wt] =

I
— Ili)
2 2w 0 2

par suite

I :\élm‘
2

Dans la pratique il suffit le plus souvent de prendre I = o,7 I,.

[Ak2

L’expression précédente de I n’est évidemment plus valable si le
courant n’est plus sinusoidal. On se rendra facilement compte que,
pour les mémes valeurs de Pintensité maximale I,, et de la période T,



266 COURANTS ALTERNATIFS

I est inférieur & — I} si la courbe i = f () est entiérement intérieure
2

a la sinusoide; il lui est supérieur dans le cas contraire; par
exemple dans le cas d’un courant en créneaux que Pon sait obtenir,
on a alors I = I,. L’intensité efficace I est au plus égale & I’'intensité
maximale I,

D’autres valeurs efficaces (valeurs quadratiques moyennes) de
grandeurs électriques périodiques (force électromotrice et différence
de potentiel, induction, flux d’induction) interviennent dans I’étude des
courants alternatifs. Nous utiliserons des minuscules italiques i, ¢, u, b et ¢
pour les valeurs instantanées, des capitales avec 'indice m, I,,, E,, ...,
pour les valeurs maximales et des capitales sans indice, I, E, ..., pour
les valeurs efficaces. Etant donnée I'importance de ces derniéres nous
remplacerons souvent, dans le cas des grandeurs sinusoidales, les valeurs

maximales I,, E,, par I\/ 2, E\/E, .... Nous écrirons par exemple

i = Iv/2 cos wt, u = Uy/2 cos wl.

3° Mesures des grandeurs efficaces I et U.

On utilise des appareils & redresseur incorporé (16-5); on obtient
ainsi une grande sensibilité (emploi dans les méthodes de zéro), une bonne
robustesse et une faible consommation; la graduation est en valeurs
efficaces (I ou U).

Tous les appareils dont ’équipage mobile est soumis & un couple
proportionnel au carré de 'intensité sont utilisables en courant alternatif.
Ainsi les électrodynamometres, sous le nom d’ampéremétres électrodynamiques,
sont parmi les meilleurs, leur seul inconvénient est leur consommation
un peu forte. Les voltmétres {lectrostatiques servent aux mesures de
différences de potentiel relativement élevées, leur consommation est
nulle.

Les appareils thermiques, sous leur forme ancienne qui utilisait la dila-
tation d’un fil parcouru par le courant a mesurer, ne sont plus employés
par suite de multiples inconvénients. Pour les courants de fréquences
téléphoniques et les basses fréquences de la radio ils subsistent sous la
forme suivante : le courant passe dans une résistance dans une ampoule
vide, I’échauffement qui en résulte est communiqué a la soudure d’un
couple thermoélectrique dont le courant est mesuré par un instru-
ment a cadre mobile. Le dispositif peut fonctionner en milliam-
péremeétre.

Les appareils a fer doux sont utilisés pour les courants alternatifs en
basse fréquence. Nous décrivons le plus employé (il existe normalisé
pour la mesure de courants jusqu’a 5 amperes) a cause de sa grande
robustesse et de son prix relativement réduit.
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Il comporte (fig. 145) une bobine B parcourue par le courant i
mesurer, a lintérieur de laquelle sont disposées deux palettes de fer
doux; I'une, P, est mobile et
solidaire de l’aiguille, I’autre,
P, est fixe. Placées dans
Pinduction magnétique créée
par le courant, les deux palettes
s’aimantent de la méme facon
quel que soit le sens du courant;
par suite, clles se repoussent.
Le déplacement de P entraine
la rotation de I’aiguille, rota-
tion qui est limitée par un
ressort spiral R. Il n’existe
pas de relation théorique entre
la déviation et 'intensité, aussi

Frc. 145. étalonne-t-on Pampéremétre

par comparaison avec un

ampéremeétre étalon; on peut s’arranger pour que les graduations scient

a peu prés équidistantes. L’emploi de palettes en alliages fer-nickel

permet de réaliser des appareils de classe 1 & 2 (16-6) dont la précision
est suffisante pour de nombreux usages.

17-5. Effet électrolytique.

Au cours d’une électrolyse en courant alternatif chaque électrode
est alternativement cathode et anode. Pour interpréter les phénomeénes,
il faut tenir compte du fait qu’au cours d’une période, deux quantités
égales d’électricité traversent le voltameétre en sens inverses. Les phéno-
menes de polarisation et de dépolarisation des électrodes peuvent plus
ou moins jouer un role suivant ’ordre de grandeur de la fréquence. Nous
nous bornons a choisir quelques exemples intéressants.

Utilisons tout d’abord une solution d’acide sulfurique avec des électrodes
de platine identiques (voltmetre symétrique) M et IN. Au cours d’une alter-
nance M est cathode, N est anode. Une certaine quantité d’hydrogéne
se forme sur M, et correspond, d’aprés la loi de Faraday, a la quantité
d’électricité

T T
3 2 I I
Q A[(; ¥ _fo cosw w oxIN

dans le cas d’un courant sinusoidal.
Toutefois, une partie plus ou moins importante de cet hydrogéne est
adsorbée par le platine : c’est le phénoméne de la polarisation; le reste se
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dégage. A Vanode N l'adsorption de l'oxygéne est cependant plus
réduite.

Pendant ’alternance suivante, les roles des électrodes étant inversés,
une fraction de 'oxygéne formé sur M se combine a ’hydrogéne adsorbé
pour redonner de ’eau (le platine catalyse la réaction), 'autre partie
se dégage. On dit que I’électrode se dépolarise. Un phénoméne analogue
se produit sur N ot I’hydrogene libéré se combine a I’oxygéne adsorbé.

Compte tenu de la symétrie des phénomenes et de I'appareil, on
recueille bien des volumes égaux (parce que les électrodes sont supposées
identiques) de mélange tonnant, mais ces volumes sont inférieurs a ceux
que laisserait prévoir la loi de Faraday. La polarisation et la dépolari-
sation des électrodes réduisent donc les résultats de 1’électrolyse; leur
role est d’autant plus important que la surface des électrodes est plus
grande, que la température est plus élevée et que la fréquence du cou-
rant est plus grande. Pour des fréquences supérieures a 500 hertz environ,
aucun dégagement ne se produit et le voltameétre se comporte comme
une simple résistance.

D’une fagon générale le courant alternatif ne convient ni pour les appli-
cations de [électrolyse dans les

iA industries chimique et métallur-
gique ni pour la charge des accu-

mulateurs. Si par exemple on

/\ électrolyse, en courant alter-

0 natif, une solution de sulfate
\/ de cuivre avec électrodes en

Courant sinusoidal cuivre, aucun transport de
métal d’une électrode a I'autre
ne se produit : le courant alter-

O LY (4
‘!
‘\
Y -
’
h

Courant redressé

. natif ne convient donc pas non plus

pour la préparation et Iaffinage
électrolytiques des métaux.
Pour ces applications on

utilise des redresseurs qui trans-
forment le courant alternatif
en courant variable de sens cons-
4 tant, la quantité moyenne
R e’ d’électricité transportée n’est
Courant filtré alors plus nulle. On appelle
indifféremment « redresseur »
un appareil qui supprime une
alternance (c’est alors plutét une soupape ou valve) ou qui change son
sens (fig. 146).
Donnons maintenant les exemples de deux électrolyses susceptibles
d’étre utilisées :
a) L’électrolyte est une solution de ferrocyanure de potassium

Fic. 146.



DEFINITIONS ET GENERALITES 269

K,Fe(CN)g et de nitrate d’ammonium NH,NO; (solution de Janet).
Une feuﬂle de papier filtre

trempée dans cette solution est
placée sur une plaque de
verre (fig. 147). Deux pointes
de fer relides au secteur sont
déplacées rapidement sur le
papier.
% En courant continu ’anode
seule trace un trait bleu:
c’est que l'anion NO;= du

nitrate, qui y est déchargé,
Fic. 147. oxyde le fer a Iétat d’ion

ferrique Fe®+, lequel donne

avec le ferrocyanure de potassium la coloration bleue intense du
ferrocyanure ferrique (bleu de Prusse). A la cathode, l’ion NH,

en se déchargeant, fournit le mélange réducteur NH; + — I{2, qui
n’agit pas sur le fer

En courant alternatif, les électrodes tracent deux traits bleus discontinus
disposés en chicane, chaque pointe jouant alternativement le réle d’anode.
Si 'on applique le papier sur un cylindre tournant d’un mouvement
uniforme, la fréquence du courant est déterminée d’aprés le nombre
de traits tracés et le nombre de tours par seconde du cylindre tournant.
Ce dispositif nous donne le principe d’un fréquencemétre.

b) L’électrolyte est une solution de phosphate monoammonique
(NH,)H,PO,; une électrode est en plomb, 'autre en aluminium.

En courant continu, lorsque ’aluminium est anode, il est oxydé
a I’état d’oxyde d’aluminium Al,O,; celui-ci étant un isolant, le volta-
métre a une grande résistance et l'intensité du courant est trés faible.
Par contre, lorsque I’aluminium est cathode, il n’est pas altéré tandis
que l'oxydation du plomb de I’anode donne des oxydes relativement
conducteurs, de sorte que le courant est plus intense.

En courant alternatif, le courant ne passe pratiquement que pour
I’alternance ou le plomb est anode. Ce dispositif donne le principe d’un
redresseur électrolytique; toutefois, par suite de Iinertie du phénomeéne, il
ne fonctionne que pour les basses fréquences.

17-6. Phénomenes électromagnétiques en courant alter-
natif.

Les lois de I’électromagnétisme, en particulier les lois de Biot et
Savart et de Laplace, la loi fondamentale de I'induction et toutes leurs
conséquences, sont applicables aux courants alternatifs dans la mesure
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oli on peut négliger (12-3) les phénomeénes de propagation, ce qui est

pratiquement toujours le cas pour les basses fréquences.

1° Induction magnétique créée par un courant alternatif.
Une bobine parcourue par un courant alternatif de fréquence N,
i =1, cos wf = I\/2 cos 2= N,

\_z . -
crée en tout point de ’espace une induction magnétique & de direction
constante dont le module,

b = B,, cos wt,

est proportionnel & 7; par suite b est une fonction sinusoidale de méme
fréquence et de méme phase que le courant.

Par exemple, a l'intérieur d’un solénoide trés long (3-4, 3°), 'induc-
tion, paralléle a I’axe de la bobine, est

b = poni = pgnl,, cos vt = B, cos wi;

sa valeur maximale est
Bm — !}.OnIm’

\/_ I, = wynl.

sa valeur efficace,

p—V2p

= Pt T
2

Il faut cependant revenir sur une restriction déja faite (12-3 et 17-3).
Une force électromotrice sinusoidale ne produit pas un courant sinu-
soidal dans une bobine a noyau de fer du fait que la perméabilité rela-
tive p du fer, et par suite I'inductance propre L de la bobine, ne sont
pas définies. En pratique toutefois, on peut prendre pour p et L des
valeurs moyennes lorsque le fer est loin de la saturation dans les condi-
tions d’emploi; le courant ¢ est alors sensiblement sinusoidal. Il n’en
est plus de méme lorsqu’on approche de la saturation : on obtient,
a partir d’une force électromotrice sinusoidale, un courant riche en
harmoniques et il en est de méme pour 'induction produite en un point
de I’espace.

Les courants alternatifs, étant des courants variables, permettent
d’obtenir des forces électromotrices alternatives d’induction de méme
fréquence. En effet, considérons un circuit G’ (induit) placé au voisinage
d’un circuit G (inducteur) parcouru par le courant

=1, cos wt = I\/_Q- cos wi.

C’ est traversé a chaque instant par un flux d’induction magnétique ¢
de méme fréquence que le courant i et en phase avec lui,

¢ = ¥, cos wl = d)\/g COs wi;
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il est donc le sicge de la force électromotrice sinusoidale

e = _ds = — (I)w\/Q cos (wt -+ T—") = q)m\/a sin wi,
dt 2
en quadrature avec ¢ et z. Nous voyons la possibilité d’obtenir, & partir
d’une force électromotrice alternative dans un circuit, une force élec-
tromotrice alternative de méme fréquence dans un second circuit; c’est,
tres simplifié, le principe des transformateurs.

Du fer doux placé dans une induction magnétique B s’aimante
(11-11); Paimantation J a le sens de B et elle est, en premiére approximation,
proportionnelle & B. Comme [Pexcitation coercitive du fer doux est
trés faible, ’aimantation s’annule pratiquement avec l’induction et
change de sens avec elle. Il en résulte que ’action d’un péle d’électro-
aimant sur une pi¢ce de fer doux est une force d’attraction quel que
soit le sens du courant; cette force d’attraction (force portante) étant
sensiblement proportionnelle &2 B et 2 J (elle-méme proportionnelle 4 B)
est donc proportionnelle au carré de B, donc de la forme f = ZB2 Si
I’électro-aimant est alimenté en courant alternatif, la piéce de fer doux
subit donc une force d’attraction variable, de la forme

F=&b2 = F t68® wi == %F(I -+ cos 2wt),

qui nous montre que la valeur moyenne de la force n’est pas nulle et que son
module wvarie autour de la valeur
moyenne avec une fréquence N’ = 2N
double de celle du courant.
Réalisons DI’expérience représentée
par la figure 148. Un électro-aimant
a noyau de fer est placé vers le milieu
Alternatif d’un fil de fer qui constitue une corde
- vibrante dont on peut faire varier la
fréquence en modifiant sa tension.
On constate en courant continu que
la corde est attirée par le poéle de
I’électro-aimant qui est en regard.
Il en est de méme en courant alter-
natif lorsque la tension du fil est
quelconque mais, pour une tension
convenable, donc pour une certaine
fréquence propre N’, la corde vibre
en un fuseau avec une forte ampli-
Fic. 148. tude. Il y a alors résomance, N' étant
égale 4 la fréquence de la force d’attrac-
tion, donc égale au double de la fréquence du courant, N’ = 2N. Ce
dispositif nous donne le principe du fréquencemétre a corde.

Electro-aimant
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Un fréquencemétre industriel (fig. 149) comporte un certain nombre
de lames d’acier de longueurs différentes, encastrées a4 une extrémité,

—

E/ectm—aimants_@EE?n._

5
Saue Year

g i
\§ i —

> —1 [ % — 3
[47] |%8] [#9] |50] [51] [52] |53]

,v

Extrémités
des lames

Fra. 149.

placées devant des électro-aimants parcourus par le courant alternatif
a étudier. Les fréquences de courant (égales a la moitié de celles des
lames) sont indiquées sur les lames, celle qui se met a vibrer fortement
donne la fréquence cherchée.

20 Action d’une induction magnétique constante sur un courant alter-
natif.

Considérons un élément de courant parcouru par un courant sinu-
soidal 7, de fréquence N, placé dans une induction constante B. L’appli-
cation de la loi de Laplace montre que cet élément est soumis a une force
de direction constante dont le module, proportionnel a i, varie suivant
une loi sinusoidale avec la fréquence du courant; elle est donc de la

forme
f =T, cos wt.

Dans le cas particulier ol I’élément de longueur d/ est normal & B, nous
avons

df =Bidl =B dl1, cos wl.

Si un circuit est placé dans une induction constante en chaque point
(elle n’est cependant pas forcément uniforme), les forces électromagné-
tiques telles que df, appliquées aux différents éléments du circuit, ont
toutes la méme fréquence et la méme phase, celles du courant.

On congoit que les phénomeénes observés soient particuliérement
intéressants lorsque le circuit ou la partie de circuit est susceptible
d’osciller.
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a) Premiére expérience (fig. 150).

273

On utilise une lampe a filament de carbone parce que celui-ci peut
vibrer avec une amplitude assez grande; ses oscillations sont d’autre

S S
J— L
Continu Alternatif

Fic. 150.

part assez peu amorties, il suffit
de secouer la lampe pour s’en rendre
compte,

Approchons de la lampe, ali-
mentée en courant continu, un
aimant en U convenablement
orienté, le filament subit une dévia-
tion; celle-ci change de sens si
I’on change le sens du courant sans
déplacer ’aimant.

En alternatif, le filament vibre
et prend l'apparence d’un ruban
lumineux par suite de la persis-
tance des impressions lumineuses
sur la rétine. La fréquence N des
vibrations est celle du courant, leur
amplitude est d’autant plus grande

que la fréquence propre N, du filament est plus voisine de N. Pour
N = N, Pamplitude des oscillations est maximale, il y a résonance. Si
I’on dispose d’un certain nombre de lampes différentes, on peut arriver
a en trouver une pour laquelle le filament vibrant touche la paroi de
Iampoule, la condition de résonance est alors a peu prés réalisée.

b) Seconde expérience (fig. 151).

On dispose un aimant en U de fagon que I'induction dans son entrefer
soit normale 4 un fil de cuivre tendu parcouru par un courant alternatif,

Fic.

I5I.

Pour une tension convenable du fil, celui-ci vibre fortement en un fuseau
dans un plan normal & l'induction. La fréquence propre N, du fil est
alors égale a celle de la force électromagnétique, donc a celle du courant,

il y a résonance.
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Exercices.

Exercice 28. — Calculer I'intensité efficace du courant périodique

I=1,+1 cos wi
On a
Iz = L f (I, & I, cos wt)® dt
:_(f 12d¢+011f c05wtdt+1°f coszmtdz).
T 0 0
pep+lnm T-y/meln

Exercice 29. — Calculer I'intensité maximale |, et I'intensité efficace | du courant
= |, cos wi 4 1, sin wi.
i est une fonction sinusoidale de pulsation w. Posons en effet
i=1,coswt+ I,sinwt =1, cos (wt 4+ ¢) = I, (cos wf cos 9 — sin wi sin g).

Nous avons par identification

I;=1,cos¢o et I,=—1,sing,
d’otr
= \/If + 13,
et
polp-tmimw; 1=VR/mtn
2 2 2
Exercice 30. — On considére un galvanométre & cadre mobile; on appellera ]

le moment d’inertie du cadre par rapport au fil de suspension, C le couple de rappel
par radian, F le coefficient d'amortissement mécanique et électrique,
L’équation du mouvement du cadre est

) 1D+l -

oll I désigne l'intensité du courant qui traverse le galvanomatre.
lo Etablir I’équation (). Expliciter les coefficients F et A.

2° On envoie dans le galvanométre un courant sinusoidal d’intensité i = | , cos wt,
ol |, et w sont connus. L’équation (1) admet une solution particuliére sinusoidale

0 =0, cos (wi 4 ¢).
Cette solution est la seule que I’on considére ici; autrement dit, on ne s’occupe

pas de la période initiale transitoire oll le mouvement du cadre n’est pas sinusoidal.
Calculer 6.
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: 0 : w
3o On appellera 0, la valeur de 0, pour w = 0. Exprimer -2 en fonction de —,
C 9 o w o
oll w2 = —. Tracer les courbes de réponse donnant -2 en fonction de — pour deux
w
F2 0 0
valeurs de a = 3
C

a = 0,04 et a = 0,4.

4° On appellera @, la valeur de 0,, pour w = w,. Pour quelle valeur de « a-t-on
®, = 8,? Tracer la courbe de réponse correspondante,

50 Tracer la courbe de réponse correspondant & & = 2. Etudier en détail les varia-

. 0 . (&3] . = w
tions de - en fonction de — au voisinage de — = 0.
Oy Wo Wo

6° On veut que I'amplitude 0, soit aussi constante que possible pour | donné

et 0 < ow<<

w . . . .
2“. Parmi les quatre valeurs de « envisagées ci-dessus, laquelle faut-il

choisir? Quel usage peut-on faire d’un appareil possédant cette caractéristique?

19 C’est une question de cours (16-4). Rappelons que A = &, = NSB,
®, étant le flux d’induction maximal a travers le cadre du galvanométre, et

3 y2
que F = f+ % i q—R" y Sétant le facteur correspondant aux frottements fluides

2
(facteur mécanique) et %-0, prépondérant, correspondant au phénomeéne d’in-
duction (facteur électrique d’amortissement).

20 L’intégrale de I’équation (1) est la somme de deux fonctions :

La premiére est I'intégrale générale de 1’équation sans second membre,
elle correspond au mouvement du cadre sans Dintervention du couple
$yi = Oy, cos wt. Suivant le signe du discriminant de Péquation caractéristi-
que, ce mouvement est oscillatoire amorti (les oscillations sont dites libres) ou
apériodique. De toute fagon, ce mouvement, étant amorti, n’intervient que
dans une bréve phase initiale.

La seconde est I’intégrale particuliére,

b =10, cos (vt + 9),

de I’équation avec second membre; elle correspond aux oscillations forcées du
cadre, oscillations d’amplitude constante 0, dont la pulsation o est celle du
courant (celle du couple ®gi).

Pour déterminer I’amplitude maximale 0,, utilisons les représentations
complexes (i) et (0) des fonctions sinusoidales ¢ et 0 de méme pulsation. Nous

avons . )
(£)==1dﬂ; (%§)==——w%n-
Par suite ’équation (1) s’écrit
(8) (G — Ju? — jFu) = do(i);
I’expression de I’égalité des modules des deux membres nous donne

— ql@l:m C
" VER o+ (C—Ju)?

]

]
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ou, en introduisant la pulsation propre du cadre (celle des oscillations libres
non amorties) :

_ (])DIm
L ‘/szz + J2(w? — w?)?

3° L’¢longation correspondant 4 w = o,

0

®,1
0=L(I)I = —0"m
TG " Je2’

est la déviation constante produite par un courant continu d’intensité I .
Nous avons, en posant

q’ 0, @
gl T}
00 F2,2 _}_JZ(wa - wZ)B
= L = :
\/;.E_E.-i:([ _&2")2 ‘/axz + (I _xZ)ﬂ
wg w}

Nous avons en somme 2 étudier les courbes y = f (x) suivant les valeurs de
a; les remarques suivantes vont faciliter leur tracé :

Lorsque x tend vers I’infini, y tend vers zéro; les courbes sont donc asymp-
totes a ’axe Ox.
» = 1 pour x = 0 quel que soit «. D’autre part la dérivée,

-3
2

j.l = x[2(1 — %) — a][ax® 4 (1 —=%)?] 2,
X

est nulle pour x = 0. Toutes les courbes ont la méme tangente, y = 1, 4 leur
origine x = o sur ’axe des ordonnées, point pour lequel 0,, = 0,.

, - o [+
Cette dérivée s’annule pour 1—=x2 = =, donc pour «2 =1 —
2 2

La quantité sous le radical du dénominateur de y est alors minimale et y a la
valeur maximale

.z
Va(s — 2)

La courbe lieu des maximums de y s’obtient en éliminant « entre les expres-
sions de x, et de y, :

Ja

— I -
.yl\[—' ——— e
Je—a

cette courbe (fig. 152), tangente 4 la droite y = 1 au point ¥ = 0, » = 1, est
asymptote & la droite ¥ = 1.

a) Pour « = 0,04 :
xn = 0,08; X, = 0,09; ¥y = 5.

Le maximum, trés prononcé, correspond sensiblement 2 w = w,. 0, passe
par un maximum pour une valeur de la pulsation w du courant trés voisine de
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la pulsation propre w, du cadre. 11 y a résonance et la résonance est aigué : cela
signifie qu’une faible variation de w au voisinage de w, entraine une variation

- |
0 _
o Lieu des maxrmums_>||

TFic. 152.

considérable de I'amplitude maximale des oscillations forcées du cadre. Remar-

. 2
quons que cela se produit pour une valeur de a = b correspondant a une
faible valeur du coefficient d’amortissement. aJ

b) Pour a = 0,4 :
Xm = 0,83 Xm = 0,93 In = L,7.

Le maximum de y est beaucoup moins marqué (résonance floue) et se produit
pour la valeur w = 0,9 w, inférieure a w,.

4° Pour & — 1:
Wo
o — 0, — Ola.
Fu,
@, est égal a 0, pour
o L
b Vo
donc pour @ = 1. Les coordonnées du maximum sont alors
Xp = 0,715 Iu = L,15;
la résonance est trés floue.
5° Pour &« = 2
1
J

=\/1;{~x4‘
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Le maximum de , y; = 1, a lieu pour x = 0. On pourrait montrer que les
dérivées de y par rapport 4 x sont nulles, jusqu’a la dérivée troisieme incluse,
pour x = 0. Procédons autrement. Pour une petite valeur ¢ de x :

I I
—~ 1——54,

P ==~
\/I—}—s“ 2

L— =2

IQIH

Par suite, I’écart 1 — y entre la courbe y = f (x) et sa tangente y = 1 au
voisinage de x = o est un infiniment petit du quatriéme ordre par rapport 4 x

. d3
(autrcment dit o L O pour x = 0) .
L

Le maximum est donc un méplat; cela signifie que la courbe de réponse
correspondant 2 @ = 2 est confondue avec la droite y = 1 dans un grand inter-

valle a partir de ¥ = o. Pour x = 0,5, donc pour w = L ,, nous trouvons
J = 0,97 2

60 C’est ¢videmment la valeur « = 2 qu'il faut choisir. L’appareil peut
alors étre utilis¢é comme oscillographe dans le domaine de w compris entre
Wo
2
soit la fréquence du courant.

Du fait que la résonance, extrémement floue, se situe dans le domaine des
faibles fréquences, découle qu’aucune fréquence n’a son amplitude favorisée.
On peut obtenir la courbe des oscillations du cadre en formant I’image du spot
sur une plaque photographique 4 I’aide d’un miroir tournant; cette courbe
est celle du courant non déformée, 4 condition toutefois que ce courant ne

o et —?, domaine dans lequel 0, conserve sensiblement la valeur 6, quelle que

. . . . v W
contienne pas des harmoniques de pulsation supérieure a 2.
2

2
Le résultat précédent, obtenu pour « = o 2, correspond & une grande

qJ
valeur du coefficient d’amortissement. Ce fait entraine d’autre part un rapide
établissement du régime des oscillations forcées.




CHAPITRE XVIII

LOI D’OHM
EN COURANT ALTERNATIF

POSITION DU PROBLEME.
METHODES DE CALCUL

18-1. Application de la loi d’Ohm. Le régime sinusoidal.

Nous considérons entre deux points A et B un circuit plus ou moins
compliqué (un réseau) pouvant comporter des résistances non induc-
tives R, des bobines inductives de résistances trés faibles (L, R = o)
ou non (L, R) et des condensateurs (C), en série ou en dérivation. A
Iinstant { = o pris pour origine des temps on établit entre A et B la
différence de potentiel sinusoidale

u= U, cos wt = U\/2 cos wl.

On se propose de déterminer les intensités dans les différentes branches
du circuit et les différences de potentiel aux bornes de ces branches ou
des appareils qu’elles comprennent.

Le probléme se présente donc comme en courant continu, a ceci
prés que les intensités et les différences de potentiel sont variables et
doivent étre définies par des fonctions du temps. Il faut en outre tenir
compte des forces électromotrices d’auto-induction et des différences
de potentiel aux bornes des condensateurs, condensateurs qui ne peuvent
intervenir en continu que lors de leur charge ou de leur décharge
(Electricité I, 15-2).

Les lois de I’électrocinétique sont applicables dans ces conditions
aux valeurs instantanées (avec la restriction déja faite, relative au cas
d’une bobine & noyau de fer) ; nous pouvons donc exprimer la loi d’Ohm,
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les lois des courants dérivés et, d’une fagon plus générale, les lois de

Kirchhoff.
Considérons pour le moment les eas les plus simples d’appareils en série.
Nous choisissons comme sens positif, pour l'intensité et les chutes

de tension, celui qui va de A vers B.
a) Résistance non inductive (R) :
Uy, — uy = uy, = Ra.

b) Bobine inductive de résistance nulle (self L).

Nous avons, ¢ étant la force électromotrice d’auto-induction,

5
Uy — Upg = Uy = — ¢ = sz.
¢) Résistance inductive (R, L).
uA—uB=u3=u1+u2=Ri—}—L%.

d) Condensateur (capacité C).

La charge ¢ a le signe de la charge de ’armature A; elle croit algé-
briquement lorsque l’intensité ¢ est positive, et, par suite,

d
uAmuB:uaz%; Z ?9;,
et
G C
e) Résistance R, auto-inductance L et capacité C en série (fig. 153).
U = uy -+ uy 4 ug,
d’ol

y di I " —
R T i dpF = :
(1) 1 dt+CfZ ¢ U\/Qcosw‘

Nous avons encore, en prenant ¢ pour variable,

; . dg di _ d%q
—_— dt' —— i — == 4,
o= [its i=h % ar’
et par suite
d_i_{_ ﬁ—l—i:U\/Ecos:mf
dt? dt =~ G
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Compte tenu des conditions initiales, cette derniére équation déter-

T, u, u, mine ¢ et par suite i:ﬂ.

" N — ey dt
3 R L i [|[c | Son intégrale générale est la
== T somme de l'intégrale générale

E de I’équation sans second mem-

7 —1  bre et d’une solution particu-

Fic. 153. liere de 1’éguation compléte.

L’¢quation sans second

membre est identique a celle, déja étudiée (18-9), de la décharge d’un

condensateur dans un circuit inductif. Nous savons que son intégrale

générale s’annule au bout d’un temps théoriquement infini suivant un
régime apériodique ou un régime oscillatoire amorti.

Une solution particuli¢re de I’équation compléte est une fonction
sinusoidale dont la pulsation w est celle de la tension u; cela résulte du
fait que les dérivées et la primitive d’une fonction sinusoidale sont des
fonctions sinusoidales de méme période. Il en découle que la solution
particuliére de Pintensité est de la jforme

i =1, cos (0f + ¢) = I\/ECOS (wf 4+ ¢).

En fait, au bout d’un laps de temps trés court, ’intensité qui corres-
pond a lintégrale générale de 1’équation sans second membre est
pratiquement nulle, et seule subsiste 'intensité sinusoidale i.

En résumé, & partir de Pinstant ot Ion impose une tension sinusoidale u
aux bornes d’un circuit, & un régime transitoire de trés courte durée pendant laquelle
deux courants sont superposés, succéde un régime sinusoidal.

De méme que pour le courant continu nous avons étudié le régime
permanent, de méme ici nous étudierons le régime sinusoidal.

Les considérations précédentes nous conduisent a la conclusion
suivante :

Lorsqu’une tension sinusoidale u est établie aux bornes d’un circuit, les inten-
sités dans les branches et les différences de potentiel a leurs bornes et aux bornes
des différents appareils sont des fonctions sinusoidales du temps, dont la période
est celle de la tension u.

Si la phase de u est prise comme origine des phases, le but du calcul
est de déterminer, pour chaque intensité et pour chaque tension, la
valeur efficace (ou la valeur maximale) et la phase. Pour une intensité
par exemple, les résultats du calcul se traduiront par I’expression

(2) i = I\/2 cos (wt + ¢).
Nous allons utiliser plusieurs méthodes de calcul dont I’emploi
se justifie par le fait que :

La loi d’Ohm conduit toujours a des expressions linéaires
de fonctions sinusoidales de mé&me période.
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Nous nous bornerons a4 la recherche de la solution particuliére (2)
de D’équation (1); nous appliquerons pour cela la méthode trigono-
métrique, celle de Fresnel et celle des représentations complexes.

18-2. Méthode trigonométrique. Impédance Z.
Ayant posé
i = I\/2 cos (wf + o),

la méthode trigonométrique consiste simplement a identifier les deux
membres de I’équation

() Ri—l—L%+%Iid5=U\/ECOSmt.
Nous avons

i = I/2 (cos wt cos 9 — sin wt sin o),

% —mI\/Esin (wf + o) =— wI\/E (sin wtcos ¢ 4 cos wsin g),

fidt:—l— 2 sin (wf + o) =l\/5 (sin wi cos ¢ + cos wisin g);
® W

I

par suite, en divisant les deux membres de (1) par \/;z_ ct en mettant
I cos wt et Isin w¢ en facteurs dans le premier membre,

[R cos ¢ — (Lw -——é—) sin cp] I cos wt
w

—[R sin ¢ -+ (Lm—é—) cos clp] I sin wt = U cos wl.

w
L’identification se fait aussi bien en écrivant que les coefficients
de cos w? et de sin wf sont égaux dans les deux membres qu’en exprimant

I’égalité pour les deux valeurs particuliéres zéro et-— de wf. De toute
2

fagcon on obtient les deux relations suivantes qui déterminent I et ¢ :

[R cos 9 — (Lm — L) sin ?]1 e
Cio

[Rsinq: - (Lm—é)cos cp]I == 0}

w

La seconde donne, par sa tangente, la phase ¢ du courant; par
élévation au carré et addition membre 4 membre des deux relations
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on obtient ’intensité efficace :

_ U
/ \ 2
R? 4+ (Lo —_1

VR <m ) |

Par définition, la grandeur donnée par la rclation

Z =\/R2 +(Lmﬁi)2
Cuw

est Pimpédance de la branche formée par R, L, C en série pour le courant
sinusoidal de pulsation w; R étant la résistance (comme en continu),

tge=——F—2, I

Lo — —est la réactance de la branche (pour la pulsation w).
W

Pour que cette relation soit homogene, 'impédance Z et les grandeurs
I .« . . . A
Lo et G qui interviennent dans la réactance, doivent étre homogénes a
w
des résistances; ces grandeurs s’expriment donc en ohms.
Par suite de la définition de Z nous avons

U=12I,

relation qui a la forme de la loi ’Ohm U = RI en continu, mais Z y
remplace R, et U et I sont les valeurs efficaces.

Il importe dés maintenant de remarquer que Z dépend non scule-
ment des caractéristiques R, L, C du circuit, mais aussi de la pulsation w
du courant sinusoidal. St la tension w est alternative non sinusoidale, 7. a
des valeurs différentes pour la fréquence fondamentale et pour ses
différents harmoniques; i/ n’est pas possible de définir une impédance pour
un tel courant, le circuit est bien parcouru par un courant alternatif mais
celui-ci n’a pas la méme forme que la tension. Nous reviendrons sur cette
question lorsque nous en ferons une étude plus détaillée.

18-3. Méthode de la représentation vectorielle de Fresnel.

1° Représentation d’une grandeur sinusoidale par un veeteur tournant.

Ce qui suit s’applique a n’importe quelle grandeur sinusoidale bien
que les notations employées concernent une intensité.
Soit la grandeur sinusoidale

(1) i =1, cos (wt + o) = Iv/2 cos (wt + ¢);

wt + ¢ est la phase de i a linstant ¢, et o est sa phase initiale.
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Prenons un axe orienté x'Ox (fig. 154) et choisissons pour sens positif
de rotation dans le plan le sens inverse du mouvement des aiguilles d’une
montre, sens que nous appelons
Avance <\+ le sens des avances de phase.
M Considérons le vecteur O_ﬁ,
N dont le module représente avec
\ une unité convenable la valeur
MW maximale I,, tournant avec
A la vitesse angulaire w et faisant
\‘P ‘ I’angle ¢ avec Ox A linstant
= 0 - %>  origine. Sa projection sur I'axe
Fio. 154. est donnée a linstant ¢ par la
relation (1) qui définit ;. Nous

représentons la grandeur sinusoidale i par le vecteur fournant OM.

La grandeur sinusoidale de méme pulsation w,

(2) i' = I! cos (wf 4 ¢') = I'\/2 cos (wt + o),
est représentée par le vecteur tournant OM’ de module T',. L’angle
(OM', OM) = o — ¢’
est constant et par suite ’ensemble des deux vecteurs tournants forme
une figure invariable.

o — o' est la différence de phase entre i et i'. Si ¢ — ¢’ est positif nous
dirons que ¢ est en avance (de phase) sur ¢’ et que ¢’ est en refard (de phase)

sur 1. Si ¢ — ¢’ = —}—12“ (vecteurs rectangulaires), ¢ est en quadrafure

avance sur i, lequel est en quadrature retard sur i. Enfin, si ¢ — ¢/ = ==,
1 et ¢ sont en opposition.

2° Somme de deux grandeurs sinusoidales de méme pulsation. Veeteur
de Fresnel.

Considérons n grandeurs sinusoidales, 2, %5, -« ., I, «. ., i, de méme
pulsation
e = I cos (wf + o),

5 . —_— —_— == —_
et leurs vecteurs représentatifs OM,;, OM,, ..., OM,, ..., OM, formant
une figure invariable tournant avec la vitesse angulaire w. Leur résultante

(I) m=m1+m2++mk++OMn

forme elle-méme une figure invariable avec I’ensemble des vecteurs. Elle
tourne donc avec la vitesse angulaire w et par suite représente une fonction
sinusoidale

i =1, cos (of + ¢) = I\/2 cos (wf + o)

de méme pulsation w.



LOI D’OHM EN COURANT ALTERNATIF 285

Projetons I’égalité vectorielle (1) sur I’axe #'Ox; nous obtenons la
relation

n
— ZI"”‘ cos (wt + o),
1

——
qui nous montre que le vecteur résultante OM représente la somme des jfonc-
tions sinusoidales et que celle-ci est une fonction sinusoidale de méme pulsation w.
Pour déterminer cette somme il suffit d’en connaitre la valeur maxi-

male I,, module de O—IT/I, et sa phase initiale . Or cette détermination
peut étre faite sur la figure invariable formée par les vecteurs dans une
position quelconque; il est commode de la prendre a Pinstant zéro
puisque dans cette position P’angle que fait un vecteur avec Ox est
précisément la phase initiale ¢ (nous dirons dorénavant plus simplement
la phase).

Nous sommes ainsi conduits & représenter une grandeur sinusoidale
par un vecteur immobilisé de module I,, faisant ’angle ¢ avec I’axe polaire
Ox et nous appellerons ce vecteur, vecleur de Fresnel. Les considérations
précédentes nous montrent que :

Le vecteur de Fresnel représentatif d’une somme de grandeurs sinusoidales de
méme période est la somme géométrique de vecteurs de Fresnel représentatifs de
ces grandeurs.

Ce résultat reste valable si nous prenons pour modules des vecteurs les
valeurs efficaces puisque cela revient a4 remplacer la figure par celle qui lui

I - 3 & r
——; c’est ce que nous ferons en élec-
V2
tricité, ot les valeurs efficaces jouent un réle plus important que les

valeurs maximales.
/A Dans la représentation vec-
M j, torielle que nous venons de défi-
¥ 5 .
3 nir nous avons

est homothétique dans le rapport

n
> >
— 2) 1 — E:zk'
0

; \% Le vecteur i peut s’obtenir en

appliquant la régle du paral-

Q 1 lélogramme, mais il est plus

o} commode, en électricité, de

0 * former le contour polygonal des

Fic. 155. vecteurs (fig. 155). On peut avoir

a tenir compte dans cette opéra-

tion des propriétés d’une somme géométrique d’étre commutative,
associative et distributive.
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Pour déterminer ¢ projetons 1’égalité vectorielle précédente sur
Ox et sur ’axe rectangulaire Oy : nous obtenons

n n
Icosg= E I, cos o, Isin ¢ = Et I, sin g,
0 0

par suite

Dans le cas de deux grandeurs seulement, on a

I, sin o, + I,sin ¢,
I, cos g; + I, cos o,

12 =(I, sin ¢; + I, sin g,)2 4+ (I, cos ¢y + I, cos o)

tg o =

(=)

Les résultats précédents peuvent étre obtenus par la méthode tri-
gonométrique en procédant par identification :

I cos (wt + ¢) = X1, cos (wf + ),

en faisant successivement of = 0 puis wf =

wl:l

3o Dérivées et primitive d’une grandeur sinusoidale (fig. 156).
. Nous avons
\— i = I\/2cos (wt + o);

di

—=wI\/5cos<mt-{~cp—l—

dt 2 >;
d*s

X - = 21 /2 cos (wf + 9 + =) = w2;
J\Lﬁ;_cit ol
fidtzl\/gcos(mt—k g—i)
W

Ces relations nous montrent que :

On passe du vecteur représentatif de 1

Fie. 156.

a celui de 44 par une rotation de

dt
dans le sens des avances et en multipliant le module par w.
On passe au vecteur représentatif de la primitive par une rotation de
dans le sens des retards et en divisant le module par w.

o |

a

(
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di g
Le vecteur v est en quadrature avance sur le vecteur .
S
% ‘2 v, ¢
Les vecteurs — et ¢ sont en opposition.

—_—

+
Le vecteur f i df est en quadrature retard sur le vecteur 1.

4° Application de la représentation vectorielle au circuit R, L, C en
série (fig. 157).
Le vecteur # est la résultante des vecteurs tensions
- - > _c?i‘ - I n
g, = Ry, @, = LE’ oy =Efzd£,

aux bornes de R, L et C. Nous avons

> > > >
L -
Cw u; est en phase avec ¢ et a pour
U % module RI, Ez est en quadrature
0 - > T

avance sur ¢ et a pour module
Lol, u; est en quadrature retard

>

sur ¢ et a pour module L.
w

Le diagramme nous montre que
la phase ¢ et l'intensité efficace I

Fie. 157 de 7 sont définies par
Tt e
Cw I 2
tg g = —————; U =| R* Lo —_— 12,
2 R [Re+(o—a) ]
Par suite, U = ZI, Z étant I'impédance du circuit.

> >

Remarquons dés maintenant que ¢ est en retard ou en avance sur u

suivant que Lo est supérieur ou inférieur a —, autrement dit suivant

w

1 - S
que la réactance Lm—-a— est positive ou négative.
w

18-4. Méthode de la representation complexe. Impédance

complexe.

En électricité, pour éviter les confusions nous représentons \/— 1 par J.

—_
Considérons de nouveau le vecteur tournant OM représentatif de la
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fonction sinusoidale i de valeur maximale I, = I\/2 et de phase .
Plagons-le dans le plan imaginaire : 'axe Ox est I'axe réel, 'axe Oy
est ’axe imaginaire. Les coordonnées du point M sont

x = 1I,cos (wt+¢); »=1I1,sin (0t + o).

M est I'image de la fonction complexe

(i) = Ta[cos (of + ¢) + jsin (of + g)] = L9 = Lo,

représentative de la fonction sinusoidale z.

Nous n’aurons a considérer que des fonctions sinusoidales de méme
période, leurs dérivées et leurs primitives, dans des formes linéaires
qui résultent de I’application de la loi d’Ohm. Par suite ¢/** figure en
facteur dans tous les termes des expressions; nous pouvons donc le rem-
placer partout par I, ce qui revient a fixer les positions des images a
Pinstant ¢ = o.

Si d’autre part nous faisons intervenir les valeurs eflicaces, nous
pourrons simplifier toutes les relations par \/2, ce qui revient & remplacer
les valeurs maximales par les valeurs efficaces.

Nous sommes ainsi conduits a représenter ¢ par le nombre complexe

(z) = I(cos ¢ + jsin g) = Ie’2,

dont le module est la valeur efficace 1 et ’argument ¢, la phase de 1. La pulsation
w ne figure donc pas dans les représentations complexes que nous uti-
liserons, mais il est sous-entendu que foutes les fonctions sinusoidales qu’elles
représentent ont la méme pulsation.

De cette fagon nous transposons dans la représentation complexe
les résultats donnés par celle de Fresnel :

1° Addition.
L= + iy
(1) = (i1) + () = Lyelm 4 Lpel = I,
ou encore
I, cos 9, + I, cos 9, + j(sin ¢y + sin ¢,) = I(cos ¢ + jsin g).
L’identification s’effectue en écrivant I’égalité des parties réelles et

des coeflicients de j. Nous retrouvons ainsi les relations qui déterminent
o et 1.
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20 Dérivées et primitive.
Nous avons

(2) = Ieie; (é> - wlﬁj(H?) — mIé’j?@é— = jo(z),

3-8}
(fidlf) — gt i) Lonev— 1 (2) =@

w w W Jw

Les régles données précédemment se transposent donc de la fagon
suivante dans la représentation complexe :

Pour dériver on multiplie par jw; la primitive s’obtient en multi-
pliant par _J (ou en divisant par jw). La premiére opération revient
bien, dans le p(fan imaginaire, a une rotation de I'image M de —;; autour
de O et & une homothétie de rapport w par rapport a 'origine.

3° Application de la représentation complexe au circuit R, L, C, en
Serie.

Nous avons

() = R@); () =L (i) — jLo();

dt )
(t5) =éfidt: — &=
par suite
(0) = () + () + () = [R5 (La— =) | () = 20) = 270,
en posant
(1) z=R+j<Lw——ch>:Zef°,

dont le module est 'impédance Z du circuit et dont argument 0 est
défini par
| L
Y Co
R

tg ) =

Nous avons, d’aprés la relation (u) = z(7),

(@)= U = [zl|()] = Z1,

DEVORE-ANNEQUIN. — Electricité I 10
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et, en prenant la phase de (1) pour origine des phases, ¢ étant celle de (i),

o=190 -+ 5
d’ot

go =—1g8 = —
la phase ¢ de i est égale & I'argument de z changé de signe.

40 Impédance complexe.

L’expression complexe z définie par la relation (1) du paragraphe
précédent est 'impédance complexe du circuit R, L, C, en série. Son
introduction conduit a la relation

(u) = 2(z),

qui, au point de vue formel, est semblable & Pexpression de la loi d’Ohm,
U = RI, en courant continu.
Posons

; iz ) S
gy = Ret = R, Zs = jLo = Lwe 2, z3=-—-J_:—e 3

Z1> %9, €t 25 étant les impédances complexes respectives de la résistance R,
de I'inductance L et de la capacité C. Nous avons

2 =21+ 2 + Z3
(u1) = 24(2), (u2) = 25(1), Uy = 25(1).

Ainsi, la forme de la lov &’ Ohm est applicable en courant sinusoidal a condi-
tion d’utiliser les impédances complexes ct les représentations complexes
des tensions et des intensités.

L’impédance complexe d’une résistance non inductive est réduite a
une partie réelle R (argument o ou 24=), celle d’une inductance L est une

imaginaire pure dont le coefficient de j est positif (al‘gument 4 >’
2
celle d’une capacité est également une imaginaire pure dont le

coefficient de j est négatif (argument —;>
2
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En séric les impédances complexcs s’ajoutent; par exemple,

zy + 23 =R + jLo = Ze”,

avec
Z=|€1+zglzm ct tgozﬁ;
R
214 23 =R —j o+ = Zet,
Cw
avece -
I I
Z=|Z1+Zs|=\/R2+ng2 ct g0 =—rp ;
Zs+ 2s =] (Lm ——I—>= Zel®,
Co
avec
@ C(.l.) < 2

ces résultats sont d’ailleurs des cas particuliers du circuit R, L, G, en
série.

Remarquons que, si 'on a bien la relation U = ZI entre valeurs
cfficaces et impédance, les impédances en série ne s’ajoutent cependant
pas puisque 'impédance du circuit est le module d’une somme d’im-
pédances complexes.

Considérons des appareils en dérivation, une résistance R, une induc-
tance L et une capacité C dans trois dérivations par exemple. Nous avons

=t + -+ (@)= () + (@) + (5);

u:u1:u2=u3=RilzL%:—I— 15,
(4) = R(iz) =jLaly) = — 4~ (),
@

enfin,
() = 21(11) = 2a(1p) = 23(ta).

Les lois des courants dérivés sont donc applicables avec les représen-
tations complexes. On démontre, comme en courant continu, que si
z, définie par la relation

(1) = 2(1) = 2[(2) + (&) + (&)],

est 'impédance complexe équivalente aux dérivations, on a

I I I I
LI SR . U SN YRETE W
b4 <1 Za <3
A = L est Padmittance complexe équivalant aux dérivations, elle est égale @ la
<

somme des admittances complexes des dérivations.
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D’une fagon générale, pour étudier un probléme de distribution des
courants et calculer les tensions dans un réseau en courant alternatif
on applique les lois de Kirchhoff avec les représentations complexes (u), (i) et 2.
On résout le systtme d’équations obtenu et I’on explicite les valeurs des
impédances complexe; phases et valeurs efficaces s’obtiennent par iden-
tification de nombres complexes, ce qui fournit des relations entre
modules (entre valeurs efficaces et impédances) et entre les arguments
(phases). L’exercice classique suivant est une application de cette méthode;
sa résolution par la méthode de représentation vectorielle serait plus
délicate.

Exercice.

Exercice 3l. — On considére le circuit représenté par la figure [53. On établit
entre ses bornes A et B une tension sinusoidale u de valeur efficace U, de pulsation w.
Calculer I'intensité i dans la résistance R, A quelle condition doivent satisfaire L

et C pour que l'intensité efficace du courant i soit constante et indépendante
de R?

Les notations employées sont indiquées sur la figure 158. Nous utilisons
les représentations complexes. Nous

avons
A w B ) _
Y —1 () = () + (ua) = z,(iy) + R(),
R(i) = zats,
. S S () =6+ 6 = () (1 +2);
| Z2
{ L _* par suite

2
L O 10000000000 (u)z(i)[z1+R(z_1+1):|,
22
‘ : (z) est indépendant de R si
& 2

)
441 =o,

2z
Fic. 158. o .
c’est-a-dire si
z+2=—21 +jlw=o,
Cw
autrement dit
LCw? = 1.

Cette condition étant remplie, nous avons
) = 2() = — &= () = — 2,) = —JjLo(i);
[4V]

ces relations nous montrent que 'intensité ¢ dans R est en quadrature avance
sur u et que sa valeur efficace est

oy

I — CoU = Y.,
L
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18-5. Etude des cas particuliers importants.

Nous nous bornons & donner des résultats déja acquis par les trois
méthodes précédemment étudiées. La phase de la tension u est prise

comme origine; on a
u = Uy\/2 cos wl.

1° Résistance non inductive R (résistanee pure).

= Ri; (u) = R(2) = 2(1); Z = R;
i = I\/2 cos wt =%\/Ecos wt.

L’intensité est en phase avec la tension et I'on a U = RI,

20 Bobine inductive de résistance nulle (self pure L).
di |
d 2

1 = I\/ECOS(@#-—-—Q—) :—wl% 2 sin wt.

L’intensité est en quadrature retard sur la tension et 'on a U = ZI avec
Z = L,

Alors que I'impédance d’une résistance est indépendante de la pul-
sation, celle d’une inductance pure est proportionnelle a la pulsation,
donc a la fréquence. Il en résulte que Z est trés grande pour les tensions
de haute fréquence et que l'intensité eflicace est trés petite : une self est
un bouchon pour les courants de haute fréquence.

u=1L @ =jLo@; @) =¢ 28,

3° Bobine inductive de résistance non nulle (R, L).

u=R+LZ; () = R+/Lo)@) = ZH0); @) =% @)
{ = I\/Ecos (wt + o) =%— 2 cos (wf + 9);
Z =\/R? + L%?; tgo= __L?:’.
L’intensité est en retard sur la tension, — % < ¢ < 0, le retard est d’autant

™

plus grand et se rapproche d’autant plus de —
2

(quadrature retard)
que é‘.— et la fréquence sont plus grands. Z croit (I décroit) avec la fré-

quence, pour les fréquences élevées Z tend vers L.



294 COURANTS ALTERNATIFS

4° Capacité C.
=L fz dt;  (u) = CJ_ @); (@) = ¢'® Col);
i = I1y/2 cos (mt 4+ —1) UCw \/2 sin wt.

L’intensité est en quadrature avance sur la tension et Pon a U = ZI avec

T P
Co

L’impédance Z, inversement proportionnelle & la fréquence, est
trés faible en haute fréquence (I devient trés grand).

5° Résistance pure R et capacité C en série.

u=Ri+ L [id (u)z(R Gw)(z)—zwvm- (i) = & ()3

e I\/Ecos (wt + ¢) = 7\/ECOS (wt 4+ ¢);

RZ

tg o = !
&% RCuw

L’intensité est en avance sur la tension, o < ¢ < =, 'avance est
2

d’autant plus réduite que la fréquence est plus élevée. Z décroit (I croit)
quand la fréquence croit; pour les trés hautes fréquences Z tend

vers R(I vers %) et ¢ tend vers zéro. Ainsi I'effet de capacité se mani-

feste d’autant plus que la fréquence est plus basse alors que c’est le
contraire pour leffet de self.

6° Inductance pure et capacité en série (L, C).

u:L— & [ids W= (LM—GT) ) = Ze B(i):
o~ I\/QCOS (wt+ ;) =—%\/5003(mti%>:

avec

Si Lo > L, on a ¢ = — * , l'intensité est en quadrature retard
2

sur la tension, ’effet de self 'emporte sur effet de capacité.
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. I ™ 2 =, r
Slc—> Lw, on a ¢ = 4 =, l'intensité est en quadrature avance
() 2

sur la tension, c’est 'effet de capacité qui I’emporte.
L et C étant donnés, I'effet de self ’emporte pour les hautes fréquences
(Z >~ Lw), Teflet de capacité I’emporte pour les basses fréquences

I
Lo =,
( Cuw
1 . - - i, s
Pour Le = oo on aurait Z = o et Dintensité serait infinie; en
w

fait elle est trés grande parce que la résistance de la bobine inductive
n’est jamais nulle.

Exereice.

Exercice 32. — Le redresseur envisagé ici, réalisé avec des semi-conducteurs, sera
considéré comme parfait : il présente,
aux différences de potentiel 2 ses bornes

—_—
i J>|__J N de sens MN, une résistance nulle, et, a

—_— ..
celles de sens NM, une résistance
I1c. 159. e
infinie (fig. 159).

Il est placé en série avec un appareil
S, un ampéremétre a cadre mobile A (dont la résistance et I’inductance sont nullea
et dont la période propre est beaucoup plus grande que 0,02 seconde) et un ampére-
métre thermique B de résistance
négligeable (fig. 160). L’ensemble est
alimenté par un générateur d’impé- {>D :___
dance négligeable, dont la force
électromotrice

I @

a pour valeur efficace E = 127 volts, _K/ /\
sa fréquence étant f = 50 Hz. @
L’interrupteur Kest ferméal’instant
_ Fic. 160.

t=0.

Trouver I’expression du courant
instantané I et donner les indications des deux ampéremeétres dans les quatre cas
suivants :

l° S est une résistance pure R = 127 Q.

20 S est un récepteur électrochimique de force contre-électromotrice E” = 127 volts
et de résistance R = [27 Q.

30 S est une inductance pure L = 0, henry.
40 S est un condensateur parfait C = | pF.
Tracer dans chaque cas la courbe représentant, pendant une période, le courant

instantané i en fonction du temps et, dans le dernier cas, la courbe représentant la
tension v aux bornes du condensateur.
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COURANTS ALTERNATIFS
1°© La période T = L =

2%
w

est divisée en deux alternances : pendant la
premiére, ¢ varie suivant la loi

. e Eyz . . t
= = sin wf = I{/2 sin 2=

R R Va T’
I étent lintensité efficace du courant non redressé; pendant la seconde alter-
nance 'intensité est nulle (fig. 161 a).

La période propre du cadre de 'ampéremetre A étant beaucoup plus grande
que celle, 0,02 s, du courant, 'ampéremeétre indique l'intensité moyenne que

L
(@)
el
i
! 1 1
0 T T 3T 2T wt
. Z
p/
1 (»)
Ol __ :
e M 1 -
O =T T 3T~ it 3TC 2% ik
A 2 wh
i
el —
(¢)
2 I S .
1
| I ’5l
0 % T Ic T wE
Fic. 161.

I'on obtient en calculant la valeur moyenne I, de i pendant une période; cette
moyenne n’est pas nulle parce qu’une alternance est supprimée. Nous avons

1 =

T ™
%fz Iy/2 sin wt dt = — Iy2 [cos wt], = Va
0

=¥=2T1,
an
L’application donne

.

e

Im = @ = 0:4:5 A‘
=

L’ampeéremeétre thermique marque ’'intensité efficace I, du courant redressé,
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c’est-a-dire I'intensité du courant continu qui dissiperait dans R la puissance
RI? par effet Joule. Or cette puissance est la moitié de celle, RI2, qui
correspond aux deux alternances, par suite

IE=—:—I""; I :-‘/2—;:0,707 Aj

on vérifierait ce résultat par le calcul direct :

T
)| g iﬂdg:LfTiZdt.
T 0 2T 0

2° Comme E = E’ on a, ¢ étant positif (sinon ¢ = 0),

f{ /2 sin wt——lli‘—- = I(/2 sin wf — 1).

1 =

Prenons wt comme variable; il suffit d’étudier le phénomeéne au cours d’une
période, celle pour laquelle o <C wf < 2x. L’intensité ¢ n’est positive que dans
Pintervalle

T < wt<3T  (fig. 161 b).
4 4

L’ampéremeétre A marque la valeur moyenne de l'intensité :

3=z 3=

ry 1

Imzl—w (ﬁsinmf-—-l)dfzkj[-—-ﬁcoswi——l—wt] )
A% J = ar w w k3

4 4

S (i—i) — 0,068 A,
5 4

L’ampéremeétre thermique indique l'intensité efficace définie par

8= 3=
2 o~ 2 4
11 == i w/ (V2 sin wt — 1)2 dt = L' f (2 — cos 2 wt — 2y/2 sin wi) dt,
2% J = o J -
4 r
3z
2 4 2
12 = IPo [img_.isinzmt-i-g—@cosmt] =I_(1—_3_) = 0,022 A;
27 w 2w w = 2 b1
4
I, =o0,15 A

3° Nous avons (fig. 161 ¢)

e-——E\/Esinmt:Lg%,

et, comme i = 0 a l'instant { = o,

i ELij(x — cos wi).
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Cette expression est valable pendant toute la période parce qu’elle est toujours
positive, par suite

5 2w . 2= 3
I, _Ey2 (1 — cos wt) dt _E/z [L wt— " sin wf] . 5,72 A
axL Jg arL | w w 5 Lo
2 =129 fzﬁ (1 — cos wi)? dt = wlf, fzw (1 — 2 cos wt + cos? wt) di
an 0 2r 0

2 2m
=UJImf (3 ,_2COSmt+ Lcoszmt)dt
0 2 .

271
2 Q 2 : 2n
= wlh [—3— wt — 2 sin wt + X sing mt]

on 2w w 40.) 0

I,=E 3 — 70A.
Lo

4° Dans le cas ol S est un condensateur C, étudions les phénomeénes a
partir de l'instant { = o ol 'on ferme Pinterrupteur K.

Au cours du premier quart de période, wt variant de zéro a —, la force
2

électromotrice e croit de zéro & U = Ey/2 = 180 volts, suivant la loi
e = E\/E sin wt;

le condensateur se charge, la différence de potentiel » 4 ses bornes est en opposi-
tion avec e. La charge du condensateur, donnée par

g= Cv = GE\/E sin wt = Q sin wf,

croit de zéro a Q = CE‘/E: 0,18 mC, v croissant de zéro a4 U (fig. 162 b).
Le courant 7, dont le sens est positif,

A varie suivant la loi (fig. 162 a)

0,056 (@) § = dg _ Q w cos wi,
dt
") T = u); en décroissant de Qw = 0,056 5 A i
& zéro.
Dés lors, a partir de I'instant
v () T )
= — = 0,005 5,
] —— - 4

aucun courant ne parcourt le circuit et

. . le condensateur conserve la charge Q) .

0 T T wt En effet, d’'une part la tension a ses

2 bornes ne dépassera pas U, d’autre

Fic. 162. part, il ne peut se décharger qu’en

fournissant un courant dans le sens

négatif. En résumé les phénomenes se réduisent 2 ceux que nous venons
de décrire pendant le premier quart de période.

Pendant cette durée trés courte (0,005 s), ’'ampeéremetre A, dont la période

est trés longue par rapport a4 0,005 s, est traversé par la quantité d’électricité Q
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-

il fonctionne donc en balistique, le cadre s’écarte de la position d’équilibre pour
y revenir ensuite, ’élongation maximale étant proportionnelle 4 Q.

Quant a 'ampéremetre B il ne donnera aucune indication méme fugitive
parce que ’énergie transformée en chaleur dans sa résistance r (trés petite par
hypothése),

T

W=r f"’iw:,
<0

ne peut étre que trés faible; elle est d’autre part libérée pendant un temps
trés court.

18-6. Circunit R, L, C en série. Résonance. Etude
expérimentale.

1° Expressions générales.

Rappelons des résultats essentiels. Comme nous I’avons fait jusqu’ici, .
nous ne tenons compte que de la solution permanente de 1’équation

£+Rz‘+ifidz=u=u\/5cosw,
dt C
qui donne, avec les représentations complexes,

(@) = 2(0) = [ R +7 (Lo —é;)](i) — Zeh(i),

(i) = o '(w).

Ce résultat, aussi bien que la méthode trigonométrique d’identi-
fication ou la construction de Iresnel nous donne

i=I\/§COS(u}L‘—}— ),

avec y
I=>; Z :\/Rur(Lm—E‘; ;
tgcp:———R<Lm—c—Im), cosQ:—%—.
La valeur v, = II_‘—G de la pulsation qui annule la réactance Lw _(TI«,:._

est la pulsation propre du circuit, la période correspondante
T, = 2= \VLC est sa période propre.
20 Variations de ¢ et de I en fonction de w.

Pour des valeurs données de L et de G, I'impédance Z et par suite
I’intensité efficace I et la phase ¢ varient en fonction de w. Supposons que
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nous fassions varier w de zéro (courant continu) a de trés grandes valeurs
(hautes fréquences) en passant par la valeur particuliére wy. Les dia-
grammes de la figure 163 et le tableau ci-dessous représentent les
variations de ¢ et de w.

o 0 Soow, S+

tgo [+ 0 N, O N, — @

Io/’—%\ o)

Pour w = o, correspondant a un courant continu, aucun courant ne
passe, le condensateur offrant une impédance infinie.
Pour les trés basses fréquences (w petit),

Z ~ R2 r . T. ~_1I ;
\/ Tt Ca’ 8'TRCw

I'inductance L ne joue pratiquement aucun roéle, 'effet de capacité
Iemporte. Z est trés grand, I trés petit et I'intensité ¢ est sensiblement en
quadrature avance sur la tension.

Pour les tensions de irés haute fréquence on a

Z ~\/R? + L24? ~ Lu, tgap:——wa;

la réactance — de la capacité est pratiquement nulle, Ieffet de self]
w

trés grand, subsiste seul. Z est trés grand, I trés petit et le courant i,
trés faible, est sensiblement en quadrature retard sur la tension.

3° Résonance électrique.

Il y a résonance électrique lorsque la pulsation du courant est égale
a la pulsation propre du circuit. Pour la résonance :

a) L impédance 7. est minimale et égale & la résistance R du circuit.
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b) L’intensité efficace est maximale et égale 4 'intensité —}% d’un courant

continu qui passerait dans la résistance R soumise a la tension
continue U,

¢) L’intensité i est en phase avec la tension (9 = o)

Il y a compensation des effets de self et de capacité. Les impédances

complexes 2, = jLw et 2z = — o sont alors conjuguées,

Ze - 23 =0

et 'impédance complexe du circuit se réduit & 2z — R.

Supposons L et C, et par suite w,, déterminés, les caractéres de
la résonance ne dépendent
alors que de la résistance
R. Si R est petit, d’une
L : o ; U

part Iintensité maximale 58
est trées grande, d’autre part
une variation relative faible
Aw AN de la fréquence a
Wo N,

1l partir de v = v, entralne une

diminution relative AI]E consi-

dérable de l'intensité efficace;
i le maximum de I est trés
pointu (fig. 163, courbe I),
on dit que la résonance est
aigué. Par contre, si R est
grand, Ulintensité maximale
tv est faible et le maximum est
peu prononcé (fig. 163, courbe
II), on dit que la résonance

est floue.
Fre. 163. Ainsi, la résistance R condi-
tionne non seulement la valeur

maximale de I mais aussi lacuité de la résonance.

1k

40 Surtensions.

Portons notre attention sur les tensions u, ct u; aux bornes de la self
(supposée distincte de la résistance) et de la capacité. Utilisons les repré-
sentations complexes; nous avons pour la résonance

Ry = — X35 () + (u3) = 05 (us) = — (up)-
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La tension aux bornes de I’ensemble self-capacité est nulle, les
tensions aux bornes de la self et de la capacité sont en opposition
et leurs valeurs efficaces sont égales. Nous avons pour leur valeur
efficace commune U’ = U, = U;:

I Lo I I —I_,
T = Tty T = i e 2] e 0=t S,
“" T Cup R RCu, R\/C

Si R est petit (% ne I’étant pas), les tensions efficaces aux bornes de

L et de C sont beaucoup plus grandes que U, on les appelle

surtensions; le rapport v est d’autant plus grand que la résonance
est plus aigué. U

Les caractéristiques des réseaux de distribution a basse fréquence
sont telles que la fréquence du courant est faible par rapport aux fré-
quences propres des lignes et des appareils d’utilisation, de sorte que les
surtensions ne se produisent pas. Toutefois, si les forces électromotrices
des alternateurs n’étaient pas sinusoidales, la résonance pourrait s’éta-
blir sur un harmonique. Les surtensions étant dangereuses pour les
isolants, on s’efforce de réduire le plus possible I'importance des harmo-
niques par rapport a la {réquence fondamentale. Notons que les isolants

doivent supporter la différence de potentiel maximale U,, = U \/2 (avec
une marge de sécurité). ‘

Signalons que les phénoménes de résonance jouent un réle fonda-
mental en radio.

5° Etude expérimentale.

Pour mettre en évidence les effets de self et de capacité et le phéno-
meéne de la résonance, la réactance Lw d’une bobine sans fer est trop
petite pour la fréquence 50 Hz. On utilise une bobine a noyau de fer,
L est alors mal définie mais, dans les conditions ot 1’on utilise la bobine,
la courbe du courant est assez peu déformée et reste sensiblement une
sinusoide. Avec un noyau de fer mobile on réalise ainsi une inductance
variable entre de larges limites.

Les variations de l’intensité efficace sont mises en évidence a I’aide
d’un ampéremétre thermique ou simplement en intercalant une lampe a
incandescence convenable dans le circuit. Les surtensions sont mesu-
rées avec des voltmétres thermiques. Pour montrer le déphasage entre
Iintensité et la tension il est commode d’utiliser un oscillographe catho-
digue donnant sur I’écran fluorescent deux spots parcourant deux sinu-
soides, celle de la tension et celle de ’'intensité.

On peut ainsi étudier Peffet de self sans condensateur (C = =),
Ieffet de capacité (. = o) et la résonance (circuit R, L, C).
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Exercice.

Exercice 33. — Une plaque P, indéformable, de masse m peut se déplacer paralléle-
ment 3 elle-m&me suivant une direction x’x normale a son plan (fig. 164);
% écartée 4 unc distance x de sa position d’équilibre (x = 0), elle est

rappelée vers cette position par une force # = — X ; s est la « sou-
s

_ | :
plesse » du systéme élastique (-— est sa « raideur » ),
5
De plus, par suite de frottements fluides, elle est soumise dans son
mouvement & une force 7 dirigée en sens inverse de sa vitesse et pro-
portionnelle 4 cette vitesse :

"= —rv = —rd‘r.
dt
lo Ecrire I’équation différentielle du mouvement de la plaque sous
I'action d’une force £, dirigée suivant x’x, et fonction quelconque du

Frc. 164. temps.

20 La force f varie suivant la loi f = F, cos wi dont [’expression
complexe est f = Fyeit. Etablir la formule v = V, cos (ot — ¢), dont |'expression
complexe est v = V,e/te/vt = Ve, qui donne la vitesse en régime permanent (oscilla-
tions forcées); V est I'amplitude complexe de la vitesse, son module est I'amplitude V,
son argument est la phase o de v (la phase de f étant prise comme origine des phases).

3° Montrer I'analogie de [’expression de v et de celle de I’intensité du courant
qui parcourt une portion de circuit de résistance R, d’inductance L et de capacité C
entre les extrémités de laquelle on maintient une différence de potentiel u = U, cos wt
(représentation complexe u = U, e/!). En déduire une définition de I'impédance
mécanique (réelle ou complexe) et I'expression de I’impédance mécanique des
différents éléments du systéme pris seuls ou en combinaison.

4° Donner I'allure des courbes représentant les variations de V, et de ¢ en fonction
de w en signalant les points remarquables.

Application numérique : m = 0,01 kg; rr = 10 kg.s—1; s est tel qu’il faut charger
la plaque, supposée horizontale, avec une masse de 400 grammes pour qu’elle s’abaisse
de | mm. On donne g = 9,8 m.s 2

1° L’application du principe fondamental de la dynamique donne

dx de , ®
mp Tty =5
ou
(1) mg—l—rv%—u} fvdt:fl

(%

20 f étant une fonction sinusoidale du temps, lorsque le régime permanent
est atteint I’équation du mouvement est une intégrale particuliére de 1’équation
compléte; elle correspond aux oscillations forcées de la lame, dont la vitesse est
de la forme

v = V,cos (wt 4+ o).

Utilisons les représentations complexes; nous avons

@='mv; fvdt——-—-—j—v;
dt w
I’équation (1) s’écrit

(2) f=[r+i(m—5)]»
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équation qui détermine le module V, et I'argument ¢ de v :

3 V,= Y =3 4) tgp = —

V(=) _

Sw

]

30 L’intensité ¢ dans un circuit R, L, C en série, entre les extrémités duquel
on maintient la différence de potentiel u = U, cos wt, est donnée en régime
permanent par une intégrale particuliere de ’équation différentielle

L%-{— Rz’—{—éfidt:u,
qui donne avec les représentations complexes
u= [R +j(Lm—C_’m)]i=zi.

z est 'impédance complexe du circuit, son module Z est I'impédance; soit
¢’ I’argument, nous avons
1

o — L

2 Cw

Z=\/R*4 (Lo—211)"; tg¢ =—0un 2,
\/ ( © Cm) ’ =P R

Par analogie ’impédance complexe mécanique du systéme mécanique est

g= f—l—-j(Mw——I—),
s

dont le module est ’impédance mécanique

Z = rz—l—(mm—i)2

Sw

et dont ’argument est défini par

Des lors, la relation (2) : f= zv définit » par son module V, = Lo o par
sa phase 9 = —¢'. Z '
L’impédance mécanique complexe est la somme des impédances complexes 7,
jmew et — < des différents éléments du systéme et ceci nous conduit & comparer
sw
les réles joués par

fetu, veti, ret R, met L, set C.

La pulsation des oscillations libres du systéme sans frottement est w, = ‘/L_,
ms
elle joue un réle analogue a la pulsation propre w, = \—/_I: d’un circuit R, L, C.

LC
Faisons apparaitre la pulsation propre w, du systéme dans les expressions
(3) et (4); il vient

F 2
V0= 0 . tg?—_ﬁﬂ(m_u——m)'

3
2\ 2 r \w
w
24+ m?{w—=20
w
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et par suite le tableau de variations

w o] A wg A+ oo

Vo | o o oo o
T

tgo | 4+ o N 0 N —

°P+—f~\~\°\————

Lorsque o croit de zéro a I'infini, V passe par le maximum =2 pour w = w,,
r

v est alors en phase avec f. L’expression (2) prend donc la forme or = f: 'impé-
dance mécanique complexe du systéme se réduit ainsi a son terme réel, celui
qui correspond aux frottements fluides.

Application : L 0,4 X 9,8 X10® = 3920 N.m™1!;
s

w? = 2 e 3,92.10%; w, = 198 s~ ~ 200571,
m
Les courbes Vo (w) et ¢(w) de la figure 165 a, b, ont été construites en portant
Fo
log w en abscisses avec les valeurs de I’application numérique.

V\

logw

+ -
(4]

=1 0 1 2 2,3 3

273 | 1 1 ]Og e}

s,

(8)
Fic. 165.
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18-7. Appareils en deérivation.

Les réseaux de distribution mettent a la disposition des usagers
des tensions alternatives de fréquence 50 Hz et de valeurs efficaces
sensiblement constantes. Les appareils sont placés en dérivation aux
bornes du secteur. Le probléme suivant se pose donc :

Aux bornes d’une ligne de transport d’énergie électrique (bornes
d’arrivée) sont branchés des appareils d’utilisation, appareils'de chauffage,
moteurs, ..., définis par leur résistance, leur inductance propre, leur
force électromotrice et éventuellement par leur capacité; on se propose
de définir les intensités, dans les dérivations et dans la ligne, par
leur phase (rapportée a la tension & l’arrivée) et par leur intensité
cflicace.

I’application de la méthode de Iresnel se révéle laborieuse dés que
le réseau est un peu compliqué; la méthode des représentations imagi-
naires s’impose alors; comme nous ’avons vu, elle consiste a appliquer
les lois de Kirchhoff. Par exemple, pour trois dérivations cn I'absence
dc moteur, on a

(2) = ({&0) + (&) + (%) (1) = z,(i1) = 22(la) = 23(dy) = 2(2),
z étant défini par

L SRS .
4 &g Za X3
On a
Gy =%, ..., =1
X1 <
: yo s U
i; est défini par I; = — et ¢; = — argument de z;.

Z
1
Etudions ici deux problémes classiques, d’autres exemples étant
traités sous forme d’exercices.

1° Circuit-bouchon (fig. 166).

Un alternateur maintient une tension sinusoidale u de pulsation
aux bornes de deux dérivations; la premiére comporte une bobine de
résistance 7 et d’inductance propre L, la seconde est un condensateur de
capacité C. Construire le diagramme de Fresnel qui détermine les
intensités 7; et i, dans les dérivations et I’intensité ¢ fournie par l’alter-
nateur. Ltablir, avec les représentations complexes, les relations qui
déterminent ces mémes grandeurs.
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Etudier particuliérement le cas ot1 la résistance r est petite par rap-
port a Lw, la condition LCw? = 1 étant satisfaite.

Z,
JRZ\
~
N
~N
~
\\\
\\
~N
~
1w Ny
I o 4 =5
/?,
|
; I
. Z .
A L .1666656()60\——— 0 9 2
L,T‘ @ : La“’l
; Lt
|
| *
: I
7/2 l | f‘bl ‘|
C |
Fic. 166. Fre. 167.

Le diagramme de Fresnel (fig. 167) permet de résoudre le probléme.
Utilisant les représentations complexes, nous avons

(1) () =4 =

24 r + jLw '
(2) () = 2L — jCu(w),

<2
i:uﬁ_z__'miur;‘jhu’ Co
(3) () ()(T "[“jLu)_l_JC ) ()<7’2_!_L2(-)22+.] 2>2
_ (g 7 d[Cul® 4+ L2?) — Lu]

r2 + L2w2
Les relations (1), (2) et (3) nous donnent
/ _ U .. _ _Le,
(I) Il_\/m’ tg ?1 — r >
(2)' I, = Cwl, 0y = + %;
T — U\/rz + [Cowr? + Lw(1 — LCw?]?2

I T‘Z "I" L2(.I.)2
(3) .
tg 9o = " [Cwr? + Luw(LCw? — 1)]

Nous avons effectué ces calculs dans le cas général pour montrer
qu’un circuit en apparence trés simple conduit déja a des expressions
assez compliquées.



308 COURANTS ALTERNATIFS
Supposons que 'impédance de la self soit égale a celle de la capacité
la condition LCw? = 1 est satisfaite; les formules (3)’ deviennent

(3" I-

I

Fo 1 tgg=Cer=
Lo /r2 4 L2y? Lo

Nous aurions, dans le cas idéal ol 7 serait rigoureusement nul

(i) = = —jCols) = — ()

et (2) =

Uintensité dans la ligne est nulle, les intensités i, et iy, de méme valeur efficace,
sont en opposition. Le circuit L, C en dérivation, appelé circuit antirésonnant
ou cireuil bouchon, ne laisse pas passer de courant dont la pulsation est

’ . - I
égale 4 sa pulsation propre wy, =——.
VLC

Si 'on considére le circuit antirésonnant comme autonome et si
'on choisit un sens positif de circulation, on voit que le circuit est par-
couru par des oscillations non amorties de pulsation w, La résistance r
¢tant supposée nulle, aucune énergie n’est dissipée par effet Joule; la
tension # n’est intervenue qu’au cours d’une durée trés courte pour
amorcer les oscillations qui ne nécessitent ensuite aucun apport d’éner-
gie (1 = 0) pour leur entretien. Le circuit est un circuit oscillant non amorti.

En fait, r ne peut étre que trés petit. La condition LCw? = 1 étant

toujours satisfaite, supposons r négligeable
2
4

: ; I
\ par rapport aux réactances égales Lo, =
|
\
\

Le diagramme correspondant est représenté
\
\

par la figure 168. Les formules (1)’, (2)’
\ (3)" deviennent

" VL (p‘- L(JJO
T mmm—w e £=—?2,
E I:Ur\/l—{—szgrz
: 7y -+ L2wi
|
| =U L - ~_T_ U = CoyU;
: Log \/72 + Liag:  Lug o
Y tg ¢ = Cogr == o, g 22 0,
1

Fic. 168. L’intensité ¢ dans la ligne, de valeur eflicace
trés faible, est sensiblement en phase avec la
tension u. Le circuit L, G se comporte donc comme une trés grande résis-
tance —? non inductive et il est le siege d’oscillations de pulsation
r
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wg, qui seraient amorties (par suite de Ieffet Joule) si la tension u ne
maintenait pas leur amplitude constante par la fourniture du courant z
qui compense l'amortissement : les oscillations sont enfretenues. Leur

intensité eflicace o
C

I'=U —

\/ L

est d’autant plus grande que \/ -%— est plus grand.

Exercice.

Exercice 34. — Le circuit représenté par la figure 169 est équivalent & un quartz
piézoélectrique destiné a la stabilisation d’'une

A horloge radioélectrique; il comporte dans une

] dérivation la bobine d’auto-inductance L et le
condensateur de capacité C, dans |'autre, le

condensateur de capacité C,. On adoptera les

C valeurs C = 0,05 pF, C; = 8 pF. On négligera la
résistance toujours trés petite qui existe dans le
——0 circuit.
e )
L lo Donner I’expression du module Z de

I'impédance complexe z entre les bornes A et B.

On établit entre les bornes A et B une
différence de potentiel sinusoidale, d’amplitude U
I et de pulsation w imposées. Représenter graphi-
B

quement la variation de Z en fonction de w.
Montrer que la courbe présente des singularités
Fic. 169. pour deux pulsations w, et w, (fréquences f; et f;);
préciser leur signification physique.
Montrer que pour la fréquence la plus élevée le circuit précédent peut &tre réduit
3 I"auto-inductance L et A la capacité C en dérivation. La fréquence correspondante est
de 105 hertz. En déduire la valeur de L.

20 On fait osciller le circuit sur la fréquence la plus basse, et I'intensité qui le tra-
verse est trés grande, mais néanmoins finie (parce que la résistance du circuit n’est
pas rigoureusement nulle). L’amplitude U de la tension sinusoidale maintenue entre
les bornes A et B est constante, mais la fréquence f de la source qui le produit est
sujette a fluctuations.

Quelle est la variation de Z produite par une fluctuation de la fréquence excitatrice
de | hertz? En déduire les propriétés stabilisatrices du quartz.

10 zl=j(Lm-—-é:J) et zo—_—__é;
étant les impédances complexes des deux dérivations, I'impédance complexe
du circuit entre A et B est, en posant k = E,
0
. Lo — o~ .

p— BT I Lo U A . ot S
Zg+2z GCGuwgp, T L+i) Cow LCw?— (1 + k)

w \ C Co

Posons, pour les valeurs de w qui annulent respectivement le numérateur et
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le dénominateur de z,

wy; = 1 . m2=\/IL_[(_]k=m1\/1+k,

Vive

d’ol
2 5
LT o (J.)l

2 ___ .8
Wy

Z=|z| = I = I 3 —11

Gy 27Co f | f2— £3

Pour une tension continue (w = 0), I'impédance est infinie; le circuit ne
laisse pas passer de courant (une fois les condensateurs chargés sous la tension U).
Pour v = w,, f = f}, 'impédance du circuit est nulle parce que z; est nul;

la branche LG est en résonance avec la tension dont la fréquence est égale a la

w

fréquence propre w; = — 1 de cctte branche; tout se passe pratiquement
VLC

comme si cette branche existait seule, I’intensité quila parcourt étant trés grande.

Pour o = oy f=f,, 2z est infini, 2; = — z; et comme w=2zi; = Zyly

il s’ensuit que i; = — i;,. L’intensité dans le circuit principal est nulle et les

intensités dans les deux branches sont égales et en opposition : le circuit est
antirésonnant pour la fréquence f,.
Pour construire la courbe Z(w) il suffit d’étudier la fonction

2 2
I w}

y —
CD(I) U)?' —_— UJE

et de la remplacer, dans lintervalle w; << ©w < w, ol elle est négative, par
| | = Z, ce qui revient, dans cet intervalle, & prendre la courbe symétrique par
rapport a I’axe des abscisses. i7

Il en découle que, pour w = w,, = subit une discontinuité en changeant

de signe; la courbe Z présente donc alors un point anguleux dont les tangentes
sont symétriques par rapport a4 une paralléle a I’axe des ordonnées. Pour déter-
miner la valeur absolue de la pente de ces tangentes il nous suffit d’appliquer
la définition de la dérivée pour la valeur w,; on trouve

dZ| 2 _ 2 _ 2 _
dolf  GCo(wi—w]) GCehoi Cof

Reprenons le circuit fonctionnant sous la tension de pulsation w,, nous
avons alors

3

C I
LC ?; =1 —1— k=1 -I—- — + ~ 1
i C, ! 160 &

or, si nous mettons L et C en paralléle, 'impédance complexe z du circuit ainsi
constitué est définie par

son module

étant trés grand et L étant trés petit, les impédances complexes des déri-
Z

vations sont de signes contraires mais de modules trés voisins

jLo~J _,
w
Il en découle que le circuit L, C est sensiblement antirésonnant pour la
{réquence f,, comme le circuit étudié LG, Cy; cela tient au fait que le circuit
L, C est rigoureusement antirésonnant pour la fréquence f;, et qu’il I’est encore
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pratiquement pour la fréquence f, qui est voisine; nous avons en effet

fim e (=2 = fs (-2
Vi +k 2 8o
La donnée f, = 105 hertz nous permet de calculer
L=1 +k_ 1-b& = 51 henrys,
Coj  ¢47°CSf3
et
fa—fim=z = by =12 = 1 250.
2 8o

Les résultats ainsi obtenus nous ont permis de tracer la courbe de la figure 1750.

Z
.‘
'0
o——------- —>
wh W, W
i
[}
|
\
1V
1
Fre. 170.

2° Supposons que le circuit LC,

C, oscille sur la fréquence la plus
basse f;. Au voisinage du point
w = w;, Z = 0 (en fait trés petit),
nous pouvons confondre les deux arcs
de la courbe Z avec leurs tangentes
de pentes — 2L et 4+ 2L. Une
variation Aw = 2xAf de o au
voisinage de w, entraine l’accrois-
sement AZ de Z i partir d’une valeur
trés petite :

AZ = ol.Aw = 4=LA [ ;
pour A f = 4= 1 hertz,

AZ = 47 X 51 = 640 Q.

Il en résulte que le circuit, fonc-
tionnant sous une tension efficace

constante U mais de fréquence f = 10° 4- 1 sujette & de faibles fluctuations,
laissera passer une intensité efficace I trés grande pour f = f; = 10°% alors qu’elle
sera trés réduite pour des fréquences trés voisines. La résonance du circuit est
donc trés aigué pour f = f}, le circuit est trés sélectif pour cette fréquence.

2° Pont de Wheatstone.

Considérons le montage du pont de Wheatstone alimenté en courant

alternatif, z;, 2y, 23 et 2, (fig. 191)
étant les impédances complexes des
branches. Nous n’avons pas a établir
de nouveau la condition d’équilibre
du pont, l’application des lois de
Kirchhoff avec les représentations
complexes conduit a la relation

(1) Z184 = Rai3-

Pour réaliser 1’équilibre du pont
on utilise un galvanomeétre associé
a un redresseur ou, si la fréquence
utilisée est musicale, un téléphone T, le

Fic.

171.

réglage consiste alors a supprimer le son dans I’écouteur téléphonique.
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La condition (1) exprime en fait deux relations, relation entre les
impédances et relation entre les arguments :

Z1Z4 == Zzzsa ?1 + Fa = T2 + 73

ou, ce qui revient au méme, égalités des parties réelles et des parties
imaginaires pures des deux membres. Si les appareils mis dans les branches
sont quelconques, il peut étre impossible de satisfaire simultanément
aux deux conditions; la premiére relation (entre les impédances) étant
vérifiée, la seconde (entre les arguments) ne I’est pas en général : I’équi-
libre du pont est alors impossible. Bornons-nous a considérer les cas ou
il n’y a pas d’appareils en série dans les branches, celles-ci ne contenant
que des résistances, selfs et capacités pures.

Les deux cas suivants conduisent par exemple a une impossi-
bilité :

!

z; = R, z, = R/, zs = jLuw, 23 = jL'w;

on aurait
RR? — — LL'w%
z; = R, z, = R/, z, = R, z3 = jLw;

on aurait

RR’ = jLR"s.

Les cas possibles donnent cependant des applications intéressantes,
tout d’abord ceux dont les quatre appareils sont de méme nature :
les trois montages correspondants permettent la comparaison de résis-
tances (R;R, = RyR;) (ce qui ne présente guére d’intérét, sauf pour
les électrolytes, puisqu’il est possible d’opérer en courant continu), la
comparaison de selfs (L;L, = L,L;) et de capacités (C,C, = C,Cy;).

Parmi d’autres combinaisons signalons la suivante :

i1 = P\, R4 = Rl, Zo =jL(,_), Ly = —,-]_,
Cow

I’équilibre du pont donne
I. = CRR/.

Le montage permet de mesurer une inductance propre L. a laide d’une capacité
’ ’ A ) s ’ ’
élalonnée et de deux boiles de résistances étalonnées.

Pour une combinaison la relation obtenue est indépendante de la
Jréquence, i1 n’est donc pas nécessaire d’utiliser une tension sinu-
soidale.
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Exercices.

Exercice 35. — On considére le pont de Wheatstone représenté par la figure 172.
Les deux condensateurs ont la méme capacité

C farads et les deux résistances R sont iden-

Al tiques; R; et R, sont deux résistances, Les

nceuds A et B du pont sont reliés 4 un

’ générateur de courant alternatif sinusoidal
de pulsation w. Un écouteur téléphonique est
R
R
M

C

i placé entre M et N.
Trouver les conditions d’équilibre du pont.

/T\ Montrer que ce montage peut é&tre utilisé
) N comme fréquencemétre.
Application numérique : C est constant
——— R R et égal 2 1 pF; entre quelles limites doit
2 varier R pour que le montage scit utilisable
! pour des fréquences variant de 100 a | 000?
B L’impédance complexe z de la branche
F AM est
1G. 172. i
z=R—A
Cow’
celle de la branche MB est donnée par
I I .
? == ﬁ‘ + _]ch,
¥ I R
I s 1 4+ jCRow
— C
R TE

La condition d’équilibre du pont est zR, = z'R;, ou

RRn_‘jR2 e DRy ’
- Cw 1 + jCRw

R(2R,

R, + jR, (GR%-—L) %
o

Elle se traduit par les deux conditions

R, = 2R, et C2R2w? = 13

la premiére étant satisfaite, 1’équilibre du pont permet de déterminer la

fréquence f:
_ 1 0,6
4 2rCR CR
Pour C = 10—%F, nous avons
6.105
R = 19 200 s
S

f étant compris entre 100 et 1 000, R doit étre compris entre 1 600 et 160 ohms.
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Exercice 36. — Pont de Wien. Un pont en courant alternatif est constitué suivant

(4]

[ |

la figure 173. Il est alimenté par une
tension alternative sinusoidale de pul-
sation w égale 3 2000 rd.s L.

lo Calculer les impédances imagi-
naires des branches AM et AN.

20 L’équilibre du pont étant réalisé
(les potentiels des points M et N sont
égaux), trouver les expressions de R,
et de C, en fonction de w, R, C, et du

rapport Ry
2

3o L’équilibre est obtenu pour
R =5000Q et C=1pF, la résistance
R, étant égale a [ 000 R,. Calculer
numériquement la capacité C; et la
résistance a mesurer R,

1° L’impédance imaginaire z de la branche AM est donnée par

I I ;
— = — + jCyw,
2 R, + JGe
d’ot
= —RD
I +jC=0R0w
L’impédance imaginaire de la branche AN estz’ = R —al— .
w
29 La condition d’équilibre du pont est zR, = z'R;, d’ou
RR JR
o2 _ RR, ™M
1 + jCRyw ' w’

C,R,R

RR, — R¢R, + S0 R, (coRon — CL)

w

relation qui entraine, le coeflicient de j et le terme réel devant étre nuls :

CRw?’

CR, = 1 et par suite R,R,=RR, + gﬂ%&,

d’ot1

R, — RiR

30 L’application numérique donne

R, a

R (“*'—212—2)’ Co= R TR
" 2*CIR R, 1+ w?CR®

Ry = 108 Q = 1 MQ; Cy = 0,5.107° F = 0,5 mpF.

Exercice 37.

Un circuit comprend une résistance non inductive AB, R = 25 Q,

une bobine BD de résistance négligeable et d'auto-inductance L et un condensateur
DE de capacité C = 10 pF. On établit aux bornes AE de ce circuit une tension alterna-
tive de valeur efficace constante U égale a 100 volts et de fréquence 50 hertz.

lo Calculer L, sachant que I’intensité efficace du courant est | = 2 A. Expliquer

qualitativement a |'aide de la méthode graphique I’existence de deux valeurs convenables
pour L. Dans ce qui suit on adoptera la valeur la plus grande de L.
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20 Avec quelle précision L est-il ainsi déterminé si la capacité C est connue a 102
prés en valeur relative, les autres grandeurs étant supposées exactement connues?

30 La tension aux bornes extrémes A et E étant de la forme

u=U\/ic05wt,

écrire les expressions des valeurs instantanées de I’intensité i du courant et des trois
tensions vy — vy, Vg — VvV €t vV — Vg,

40 Calculer la puissance électrique consommée dans chacune des trois parties du
circuit total.

1° L’impédance du circuit est

._.P_= 2 __ 2.
=7 \/R+( cw)’

Les :(lei\/IIJ:—R”= 318 - 44.

par suite

D’ot1 les deux valeurs possibles pour Lew;
Ly = 362; Lyw = 274,
et les deux valeurs possibles pour L :
L, = 1,15 H; L, = 0,87 H.
Le diagramme de la figure 174, bien qu’il ne soit pas a4 I’échelle, montre que
pour la méme valeur de lintensité efficace, Lyw > & correspond 4 un courant

i, présentant un retard de phase ¢ sur Ia

: I
tension, alors que L,w <C o correspond
w

a4 un courant présentant sur la tension
une avance de phase égale au méme

0 < iz angle o.
L Cw 29 Nous avons
z AL
wAL = 7
w2
d’ou

comme L est de 'ordre de 1 henry :

~~ 102,

G, 174. I

Nous en tiendrons compte dans la suite pour exprimer numériquement les
résultats.

3% Puisque nous adoptons la plus grande valeur de L, l'intensité i dans le
circuit est en retard sur la tension de ’angle ¢ défini par

|

par suite ¢ =

3
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Dans ce qui suit nous laissons figurer /2 en facteur de fagon A mettre en
évidence les valeurs efficaces. Nous avons

=1 QCOS(mt—q:):I—ZJ 2 cos (wt—g) = 2 QCOS(mt——%);

va — vy = Ri = RI /2 cos (wt—-—cp)=5o\/§cos (wt—%);
vp— 0 Lﬂ—-LmI\/;COS(wt-—O—}— ) 725\/Ecos (mt—}—i);
UD-——UE=~fzdt—ﬁ QCOS(u)t—c—_) 635\/Ecos(w£—-'36’—r)

Nous voyons que les tensions efficaces aux bornes de la bobine et du conden-
sateur sont trés supérieures a la tension efficace aux bornes du circuit.

4° Seule la résistance consomme la puissance P = RI2? = 100 W, puissance
dont nous retrouvons la valeur par I’expression P = UI cos ».

Exercice 38. — On se propose de mesurer une tension sinusoidale de grande
amplitude au moyen d’un diviseur de tension constitué
A ‘ par deux condensateurs C; et C, (fig. 175). La tension
a mesurer
01__— u, = U; cos wt,
est appliquée aux bornes A et B. L’appareil cu les appa-
C’ C reils de mesure, assimilables 3 une résistance R, sont
branchés entre les bornes C et D.
Soit
g R 1, = U, cos (wt + )

la tension aux bornes C et D.
Calculer U, et ¢ pour R = 5.10* Q et R = 500 Q,
B D sachant que U, = 105 /2 volts; C, — 0,01 uF; C, — 9,99 uF;
Fic. 175. = 314 (on prendra w? >~ 10%).

Nous avons fixé les notations sur la figure 156 et choisi les sens des courants
pour l’application des lois de Kirchhoff
aux représentations complexes. Nous avons A

Uy = Zy1; + Uy; 1=

Uy = 2z,(iy —1) = zaty

A

& | 6T/ —%
I
l

a

- . - 1

Nous tirons de cette derniére relation |

1 = Xy (I o= z‘—2'> 5 I
par suite ¥
; Z1 <3 B

u1=z111~|—u2:u2[— I+—)+I],
Zs R
Uy = U R

ﬁ(R‘f‘zz)—]‘R

2
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Mais nous avons

N ., Aa_G
= Co’ %o C,ow’ Za Cl’
par suite
2y = uy R . = RC,w s
&(R_*L) 4+ R R(C; 4 Cp)w —J
1 Cyo
RC w ;
= R(C G 5
Ty == ¥y 1+ (G, + Cz)szmz[ (Cy + Cg)o + /]
d’olr
U, = U, RCw® V(Cy + Ca)*R2%2 + 1 _ 4 RO,

(C; + Cp)*R%2 + 1 "V(C, - C,)R%* + 1

I
g =— -
5% = [0, + CgRw

L’application numérique donne :
a) Pour R = 5.10* Q:
U, = 100 {/2 = 140 volts; tg o = 6,4.1073%; ¢ S ar’y
b) Pour R = 500 Q) :

U, = 84 /2 = 120 volts; tg o = 0,64; ¢ = g6o.




CHAPITRE XIX

PUISSANCE
EN COURANT ALTERNATIF

19-1. Puissance instantanée et puissance moyenne.

Considérons un circuit aux bornes A et B duquel la tension, sinu-
soidale, est

u=uh—un'=U\/5(:05mt.

Choisissons pous sens positif de I’intensité ¢ qui alimente le circuit,
celui, de A vers B, pour lequel la tension u est positive. Le cas le plus
fréquent dans la pratique étant celui ou l'intensité est en retard sur la
tension, posons

i = Iv\/2 cos (vt — o),

le déphasage ¢ étant le plus souvent positif,

Entre les instants ¢ et ¢ - df, la quantité d’électricité dg =1 d! trans-
portée par le courant subit la chute de potentiel u, le circuit fournit
au milieu extérieur I’énergie

dW = uidt = 2UI cos wt cos(wt — ¢)dt = Ul [cos ¢ -+ cos(2wf— ¢)]dt.

La puissance instantanée fournie par le courant est

p =% = Ul[cos ¢ + cos (2wt —9)];

elle varie sinusoidalement autour de la valeur Ul cos ¢ avec la pulsation
s P
2w p6110d67 .

La valeur moyenne P de la puissance instantanée, pendant une
durée longue par rapport a la période T, différe peu de celle que 'on
calcule pendant un nombre entier de périodes (comparer au calcul de
I'intensité efficace, 17-4, 2°), laquelle est égale, puisque p est une fonc-

. . . . I
tion périodique de période — T, a la valeur moyenne au cours de la
(2]

<

période T. Cette moyenne comporte pour second terme la valeur moyenne
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de UI cos (20f — ¢) pendant deux fois sa période E—; cette valeur
est nulle. Nous avons 2

P=iprdt=UIcosG;—|— [sin (20f — ¢)]F = UI cos o,
T Jo

v

d’olt ’expression de la puissance moyenne pour un courant sinu-
soidal :

’PZUIcos cp.

P' = UI est la puissance apparente; on a P’ < P, Pour bien rappeler
que P’ n’est pas en général la puissance moyenne consommée dans le
circuit, on 'exprime en volts X ampéres (VA).

Si Iintensité est en phase avec la tension (¢ = 0), la puissance
moyenne est égale & la puissance apparente. Si intensité et tension sont

T

en quadrature (qa = = ),la puissance moyenne est nulle : nous
2

voyons qu’un circuit peut étre parcouru par un courant alternatif sans
cependant consommer d’énergie.

3% Mesure de la puissance moyenne.

Un wattmeétre (15-4) est utilisable en courant alternatif. I.’inductance
propre et la résistance du cadre sont assez faibles pour qu’on puisse
admettre qu’aux basses fréquences le couple qui s’exerce sur I’équipage
mobile est a chaque instant proportionnel a u:; sa valeur moyenne
est donc proportionnelle a Ul cos 3. Comme d’autre part la période
propre de I’équipage est de ’ordre de quelques secondes, donc égale a
plusieurs centaines de fois celle d’'un courant industriel, tout se passe
comme si le cadre était soumis a un couple constant proportionnel a P,
Le wattmétre, étalonné en courant continu, donne donc direclement la puissance
moyenne consommée dans le circuit.

Les mesures de U et de I donnent la puissance apparente P’ = UTI;
on en déduit

COS ¢ :g

19-2. Etude de différents cas.

1° Générateur (alternateur). Soit

e:E\/;COSmt

la force électromotrice d’un alternateur, E étant sa force électro-
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motrice efficace; soit
i = I1\/2 cos (vt — o)
Iintensité qu’il débite.
La puissance électrique moyenne fournie par le générateur dans
Pensemble du circuit (y compris le générateur) est

P = EI cos ¢;

elle est, aux pertes d’énergie mécanique pres, égale a la puissance méca-
nique moyenne qu’il faut fournir a ’alternateur pour le faire fonctionner.

La phase ¢ de 7, et par suite cos ¢, dépendent surtout des caracté-
ristiques du circuit extérieur au générateur (circuit d’utilisation). Dans
les conditions de fonctionnement normal la force électromotrice effi-
cace est E et lintensité efficace supportée est I; la puissance moyenne
fournie par Palternateur est au plus égale a la puissance apparente
P’ = EI; aussi caractérise-t-on le générateur, non pas par sa puissance
P qui dépend du déphasage ¢, donc du circuit d’utilisation, mais par sa

puissance apparente, que l'on exprime le plus souvent en kilovolt-
amperes (kVA).

20 Moteur. Considérons un moteur a courant alternatif fonctionnant
sous la tension

u = Uy/2 cos wt;

il est parcouru par un courant i déphasé de I’angle ¢ par rapport a
u, et la puissance moyenne consommée est encore

P = UI cos o.

3° Résistance non inductive.
@ =, cos ¢ = I, P = Ul = RI2,

La puissance moyenne transformée en chaleur dans une résistance a,
en fonction de l'intensité efficace, la méme expression qu’en courant
continu.

1

i

<

40 Induetance pure. ¢ = —, cos¢ = 0, P = o.

N

Une inductance pure ne consomme pas d’énergie.
3° Bobine résistante et inductive.
P = Ul cos ¢ = ZI2%cos ¢ = RI2,

La puissance consommée résulte uniquement de ’effet Joule dans la
résistance.
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1
6° Condensateur. ¢ = — -, cos¢ =0, P = o.
2
Un condensateur ne consomme pas d’énergie.

7° Circuit R, L, C en série.
P = Ul cos 9 = ZI2cos ¢ = RI2

La seule puissance consommeée résulte encore uniquement de ’effet Joule.

19-3. Puissances active et réactive. Courants watté et
déwatté.

La puissance consommée dans un circuit, P = UI cos ¢, est encore
appelée puissance active (on dit aussi puissance réelle).

Pour la commodité du langage et de certains calculs, on fait inter-
venir une puissance fictive,

P, = Ulsing,

appelée puissance réactive. Pour bien rappeler que cette puissance ne
correspond a aucun phénoméne énergétique dans le circuit on exprime
en voltampéres réactifs.

Les puissances apparente P’ (en voltampéres), active P (en watts)
et réactive P, (en voltampéres réactifs) sont liées par la relation

P2 = P2 4 P2,
Nous avons

i=1v/2cos (wt—¢) =Iv/2 cos g cos wi-+1 \/ESiIlcpCOS(mf -—i>= A -
| 2

Iintensité ¢ peut étre considérée comme la somme du courant

i, = I\/2 cos ¢ cos wt,

appelé courant watté, en phase avec la tension u et d’intensité efficace
I, = I cos ¢, et du courant

iEZI\/;SingoCOS<wZ’—— W),

2

appelé courant déwatté, en quadrature retard sur la tension z et d’intensité
efficace
I, = Isin .
DEVORE-ANNEQUIN, — Electricité II. 11
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La puissance moyenne du courant watté n’est autre que la puissance
active P, celle du courant déwatté est nulle; la puissance réactive est la
puissance apparente du courant déwatté.

Dans une résistance non inductive le courant est entiérement watté,
i = 1y, i, = 0, la puissance réactive est nulle.

Dans une inductance pure le courant est entiérement déwatté

= E. ), P =0 et
SR

P,= Ulsing = ZI? = Lpl%;

on dit que la self consomme de la puissance réactive.
Il en est de méme dans une bobine inductive et résistante o ’on a
encore

P.= Ul sin g = ZI%5n ¢ = Lwl?

malis la puissance active, non nulle, est alors égale a RIZ2
Dans un condensateur le courant est également complétement

—

déwatté (cp =2 —i>,on aP=oet
2

P,=UIsincp=—212:_E;
Cow

la puissance réactive est négative, on dit que le condensateur fournit de la
puissance réactive au circuil.

Dans un circuit R, L, C en série, la puissance active est P = RI?
la puissance réactive,

P, = Ulsin ¢ = ZI%sin ¢ = (Lm——é—)lz.

w
Suivant que la réactance Lo —é—est positive (I’effet de self I’empor-
w

tant) ou négative (I’effet de capacité étant prépondérant), la puissance
réactive est elle-méme positive ou négative; elle est nulle pour la réso-
nance, ol le courant : est entierement watté.

Nous allons voir, bien que la puissance réactive ne corresponde pas
a un phénomeéne énergétique réel, qu’il y a intérét a la réduire le plus
possible, donc a diminuer la composante déwattée du courant.

19-4. Puissance complexe. Théoreme de Boucherot.

Reprenons les notations complexes

U \/4_2_ cos wt, représenté par (v) = U,
I \/2 cos (wf — 3), représenté par (i) = I(cos ¢ — jsin g) = Ie—2,

&
I

-,
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L’imaginaire conjuguée de (i) est
(1) = I(cos ¢ + jsin g) = Ie’=.
Nous appelons puissance complexe I’expression complexe
($) = () (@) = Ul(cos ¢ + jsin g) = Ulelr = Plels,

Son module est la puissance apparente P’, son argument est le dépha-
sage ¢; sa partie réelle est la puissance active P = UI cos ¢, le coefficient
de ; est la puissance réactive P, = Ul sin ¢, qui peut étre positive (7 en
retard sur ) ou négative (¢ en avance sur z). On a donc

(#) = P + jP..

Supposons qu’un circuit ne comporte que des appareils A;, A,, ... en
série. Soit u, u4, 4y, ... les différences de potentiel respectives aux bornes
du circuit et des appareils; nous avons

Par suite, comme lintensité ¢ est la méme en tous les points,

(£) = (@) = @)@ + @)@ + - = (p1) + (p) + -+

Supposons maintenant que les appareils soient en dérivation sous
la tension u; ils sont parcourus par les intensités ¢y, 75, ... et I'intensité
totale est

(1) = (il) + (iz) - s

Par suite

(9) = @)@ = @) + @G + -+ = (1) + (p) + -+

En définitive, si (p) est la puissance complexe d’un réseau et
(p1)s (P2)s - -5 (P4)s - - . les puissances complexes des différents appareils
qui le constituent, nous avons

(1) (p) = P +JP. = Z(p) = 2P, + 2P,

gui exprime que :
La puissance complexe d'un réseau alimenté en courant sinusoidal

est égale a la somme des puissances complexes des appareils qui le
constituent.

La relation (1) nous donne par identification

(2) P = Ul cos ¢ = ZP, = XU,L cos ¢,
(3) Pr‘,k _ UI Sin ¢ = P,..;, == EUA‘I;‘ Sil’l Pre
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Ces relations expriment le théoréme de Boucherot :

La puissance active consommée dans un réseau alimenté en courant
sinusoidal est égale a3 la somme des puissances actives consommeées
par les appareils du réseau, la puissance réactive est égale a la somme
algébrique de leurs puissances réactives.

La relation (2), dont tous les termes sont positifs, ne fait qu’exprimer
le principe de la conservation de I’énergie. Par contre la somme qui
figure dans (3) peut comporter des termes négatifs (c’est pour cela que
nous avons dit somme algébrique). Par exemple un condensateur fournit
de la puissance réactive, P, = ~é2— < 0, au réseau; il en est de méme

W
pour un moteur synchrone fonctionnant a faible charge : si celle-ci
est nulle le moteur ne consomme pas de puissance active : fonctionnant
comme un condensateur il ne fait que fournir de la puissance réactive
au réseau.

Notons encore que si ¢ = 0, et par suite cos 9 = 1, le courant qui
alimente le réseau est en phase avec la tension a ses bornes et la somme
algébrique des puissances réactives est nulle.

Remarquons enfin que nous avons, par addition des relations (2)
et (3) élevées au carré,

P = 122 = (EPk)z ~f- (EP.-,::)Z = (EUkIr: COos ?1:)2 + (EUI.'II: sin ‘Pk) 2:
et que par suite la relation
Plz o E(Uk:[k)z = SP.’E:”’

n’est en général pas satisfaite.

19-5. Facteur de puissance.

Dans 'expression de la puissance active P = UI cos ¢ d’un courant
sinusoidal, le facteur £ = cos ¢ porte le nom de facteur de puissance. Dans
le cas d’un courant alternatif non sinusoidal la puissance conserve la
forme P = £UI, £ étant au plus égal a 1.

Considérons de nouveau un réseau d’utilisation fonctionnant sous
la tension u, le courant qui ’alimente,

i = Iv/2 cos (wt— o),

étant déphasé de ¢ par rapport a la tension.
L’intensité efficace dans la ligne d’alimentation de résistance R est

P

l =——,
U cos o
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et la puissance P, consommée par cffet Joule dans la ligne est

P2R
>
U2 cos? o

P, = RI? =

la perte relative de puissance est donc

e P, PR
P U2cos?p

Pour I’ensemble ligne-installation et pour une puissance consommée
P donnée, la perte relative de puissance est inversement proportionnelle au carré
du facteur de puissance.

On a donc intérét a prendre des dispositions pour augmenter le fac-
teur de puissance, le cas le plus favorable étant celui ot il est égal a 1.
Comme les compteurs d’énergie consommée sont aux bornes d’entrée
de I’installation, ils n’enregistrent pas les pertes en ligne. Aussi le four-
nisseur d’énergie pénalise-t-il les usagers industriels dont Iinstallation
a un facteur de puissance trop faible; par contre il favorise d’un tarif
plus bas ceux dont le facteur de puissance d’installation est voisin de 1.
Indiquons que la question ne se pose pas pour les installations domestiques
dont le facteur de puissance est trés bon parce qu’elles comportent sur-
toui des appareils de chauffage et d’éclairage peu inductifs.

Les usagers industriels ont donc tout intérét a améliorer cos ¢ en le
relevant. Or leurs appareils consomment non seulement de la puis-
sance active, ce qui est profitable mais aussi de la puissance réactive,
ce qui ne Iest pas puisque, pour une méme valeur de la puissance active
P, cela entraine un accroissement de l'intensité et des pertes dans la
ligne. L’amélioration du facteur de puissance doit donc s’effectuer & I’aide d’appa-
reils fournissant de la puissance réactive au réseau.

Pour les petites installations un procédé simple consiste & mettre un
condensateur C en dérivation aux bornes de Dlinstallation (fig. 177%).
Le courant 7; dans cette dérivation est entié¢rement déwatté, en quadra-
ture avance sur la tension; I’in-
tensité¢ dans la ligne devient

=i 4,

et Dintensité efficace déwattée

I’ sin ¢’ = I sin ¢ — UCw.

Pour la wvaleur

Isin o
Fic. 1%7. G, — =227
f S

de C, la composante déwattée est nulle et le facteur de puissance est
égal A 1. Les condensateurs & employer doivent avoir une trés grande
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capacité. Pour les installations importantes, un moteur synchrone
tournant a vide, en fournissant une forte puissance réactive au réseau
d’utilisation, produit le méme résultat. D’aprés le théoréme de Boucherot,
cos ¢ est égal a 1 lorsque la somme algébrique des puissances réactives
est nulle.

Exercices.

Exercice 39 (fig. 178). — Une installation fonctionne sous une tension sinusoidale
de fréquence 50, de valeur efficace U = 100
volts. Elle comprend en dérivation un appareil

S O > de chauffage non inductif qui consomme la
7 7. p puissance P, = 0,5 kW et un moteur M de
1 1 puissance P, = | kW dont [e facteur de
L puissance est cos 9, = 0,6.
m Pz lo Définir les intensités I, 1'2,. i dans. les
L { 1 1 ) i deux dérivations etdanslaligne d’alimentation.
: ~— : Calculer le coefficient de puissance cos ¢ de
i ' : I'installation.
-SRI, O S i i 2° On désire, en adjoignant un conden-
Uy | :G sateur en dérivation, amener le coefficient de
! puissance cos ¢’ a &tre égal 4 1. Quelle est la
Frc. 178.

capacité C qui permet d’obtenir ce résultat?

19 L’intensité i; est en phase avec la tension (p, = 0) et son intensité efficace

est
P
1, = ﬁl = 5 A.
i, est en retard de ¢, sur u et sa valeur efficace est
Iz = Py =$: 16,7 A.
U cos o, 3

. . ” > > > =
Projetons la relation vectorielle ¢ = i; 4 7, (fig. 179) sur le support de u
et sur ’axe rectangulaire; nous avons

Icoso =1, + I,cos 9, = 15A, 0 I 4 I=Icosqg 2

P . 0]
Isin p = I,sin 9, =34 ~~13,3A;

par suite

Iz=225_|_1600:3_6?_5
9 9
9

I = —I-\/g 625 = 20,09 == 20,1 A,
3

d’ol

Ccos ¢ = I_ILIEM p— 0,74_7 ~ 0,75.

2° Pour que la nouvelle intensité ¢’ Fia.
dans laligne soit en phase avec la tension
il suffit que l'intensité efficace I; = UCw
du courant i; dans le condensateur, qui est en quadrature avance sur u,
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soit égale & Dintensité efficace du courant déwatté de i. On doit avoir

UCw = Isin o,

par suite )
C = 1%1—9 = 4,24.107% F = 0,424 mF.
w

On a alors
I'=TIcosp =154,
inférieure a 1.

Exercice 40. — Nous considérons un circuit formé d’'une bobine d’inductance
propre L et de résistance R, d’un condensateur de capacité C en série, aux bornes
duquel un alternateur établit la différence de potentiel

u="U, cos wt =U}{2cos wt.

lo a) Etablir I’équation différentielle & laquelle satisfait I’intensité i dans le circuit.
Il ne s’agira que de la solution permanente, c’est-a-dire que nous supposons négligeables
au bout d’un temps assez court les termes qui sont introduits par la solution de I'équa-
tion sans second membre.

b) En posant j2= —1 et (u) = U, e/** et introduisant I'impédance imaginaire
z = Zel, montrer qu’une expression de la forme

est une solution. Calculer 1, et ¢.
2° La puissance P dégagée sous forme de chaleur dans une résistance pure est expri-

1 . =
mée par-i R1%2, = RI? en courant sinusoidal.

a) z, (i), (u) étant les imaginaires conjuguées de z, (1), (u), A = % étant I’admittance
imaginaire du circuit et A la valeur conjuguée, établir les relations
2R=2z+4+12; 4P=(z+ 2) (@) @;
4P = ()@ + @0 = (A + A) (@) @.
b) Calculer la puissance dépensée sous forme de chaleur dans le circuit, donner la
variation de P en fonction de w. On désignera par w, la pulsation propre du circuit.
c) Q= I'%Q étant le facteur de qualité du circuit, montrer que I’on a

’

Q=27:W

’

W étant, pour la pulsation wg, |'énergie perdue sous forme de chaleur pendant une
période et W’ I’énergie électrostatique maximale emmagasinée par le condensateur.

10 Cette question a été traitée au paragraphe 18-6.
20 g) Nous avons

z+z=2Z(" + ") = 2Z cos § = 27Z cos 3 = 2R,

(z + D)) (@) = 2 RT3 + 4 RI? = 4 P;
d’autre part

[
]

=26 =% @ =z =

A
)@ + @ @G) = (z + 2)(@)({) = 4P,
= (A + A)(v)(u).

—~
~—r

2|
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b) La relation

P=im+&@@=im+&m=gm+&w
nous donne
potefiys_Rys_ RUD
2 zz Z R? + (Lm I )
Co
P passe par le maximum
p =Y
" R
pour la pulsation propre w, = —— et s’annule pour w = 0 et w = «w. Dol
LC
la courbe de la figure 180.
P ¢) Nous avons
2
= ‘V=PMT0=2115-"=27EU .
vl wy Ruw,

R J - I
i La condition derésonance Lw, = ——
! Cu,
| étant satisfaite, nous avons Z = R
| et U_ = RI ; par suite la différence
0[; de potentiel maximale aux bornes du

0 o w condensateur est

Fi16. 180. U,fn _ _L:L _ 18] .
Cwy CRuw,

L’énergie électrostatique maximale du condensateur est

I 1 U2 Lw, U? w
. C ra o m _ —
w 2 Un 2 R2Cw? R Ru, Q"zv:

¥

par suite

Exercice 41. — Une bobine circulaire plate, de surface S, de résistance R et d'auto-

inductance L, est maintenue fixe dans une induction magnétique

B = B, cos w!

qui fait I'angle « avec la normale au plan de la bobine. Calculer le couple instantané
et le couple moyen qui agit sur la bobine.

Le flux d’induction magnétique a travers la bobine est

® = NSB cos a = NSB,, cos a cos wt,

la force électromotrice induite est

dd .

e = —=_ = wNSB,, cos a sin wf,
dt

I’intensité du courant induit est de la forme

i=1, cos (wt — 9).
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La loi d’Ohm appliquée A l’instant ¢ donne
Ri + Lj—i = wNSB,, cos a sin wf,

avec les représentations complexes

i(R 4 jLw) =,
d’out
I E,. _ oNSB, cos a ,

m

R

tgep=—z—.

- \/R2 4 L2w? - \/Rz + L2w? 7 Lo

Le moment du couple instantané qui agit sur la bobine est

C — NSBisin a — N°S?Bj wsin a cos @
YR? 4 L2w?

pour calculer la valeur moyenne C,, de C calculons celle de cos (wt — ¢) cos wt
pendant une période T'; nous avons

cos (wf — ¢) cos wi;

I £l 1
e cos (wt— o) cos wtdf = — cos o,
T ﬁ ( ?) 2 B

C — N2S2B2 wsin & cos a
m T /RE T Lt

cos g,

et, comme

Lw

COS P = =y
‘/Rz + L2

C . NzSZBHZIL(UZ‘ Sin 2a

m _— -
4,\/R2 + L2w?

C,, est maximal pour « = =, nul pour a — o et @ = -~.
: 2
Exercice 42. — On considére le montage de la figure 181, Un équipage mobile

estconstitué par I’ensemble de deux bobines plates rectangulaires B, et B, identiques,

e e y
e -
B
B . e ' ‘ _____ ‘B ‘ 0 N
L, K,
BB "
e~
e AAMAAAAAAAS
R, Kz

Frc. 181.

invariablement liées entre elles. L’ensemble est mobile autour d’un axe vertical qui
coincide avec la médiane commune des deux bobines. Il est placé & I'intérieur d’une
longue bobine B’ a axe horizontal dans laqueile on peut envoyer le courant alternatif
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sinusoidal de fréquence 50 hertz qui traverse un appareil M d’utilisation du courant
alternatif. L’intensité i de ce courant présente un retard de phase ¢ sur la tension d’ali-
mentation u qui existe entre les points P et Q.

Deux dérivations sont établies entre les points P et Q. L’une contient en série la
bobine B, et une résistance non inductive Ry; I'autre, de résistance totale négligeable,
contient la bobine B, et une bobine de grande inductance L,. La résistance R, et I’induc-
tance L, sont choisies de fagon que les impé&dances des deux dérivations soient égales.
Les deux dérivations sont respectivement commandées par des interrupteurs, K,
pour celle qui contient la bobine B,, K, pour celle qui contient la bobine B,.

On repére au préalable [a position d’équilibre de I’équipage mobile quand I'inter-
rupteur K; est fermé et que l'interrupteur K, est ouvert.

a) Les interrupteurs K; et K, étant tous deux fermés, montrer que les bobines
B, et B, sont soumises & des couples électromagnétiques dont on calculera les moments.
b) Ecrire I’équation d’équilibre de I’équipage; en déduire la relation entre 9 et
0, 0 étant I’angle de rotation de I'équipage mobile A partir de la position initiale (inter-

rupteur K, fermé, interrupteur K, ouvert). Montrer que |’appareil est un phasemétre
qui permet de mesurer la différence de phase entre u et i.

c) La relation simple entre ¢ et 0 trouvée ci-dessus subsisterait-elle sila fréquence
du courant alternatif venait & changer?

a) Prenons la phase de ¥ comme origine des phases.
La bobine longue B’, parcourue par le courant ¢ en retard de ¢ sur la tension
u, produit une induction magnétique, dirigée suivant son axe, de la forme

B = B, cos (wt—9).

Les bobines B, et B,, identiques et rectangulaires, sont & I'instant ¢, pour la
rotation 0, soumises aux couples instantanés

v1 = Ab;Bsin 0 = ki; sin 0 cos (wf — g),
T2 = Jb,B sin (B L ) = — ki, cos 0 cos (wf — o),

-
(2]
=

i,, courant dans une dérivation non inductive, est en phase avec la tension u
alors que i,, courant dans une inductance de résistance négligeable, est en
quadrature retard sur la tension u. Les intensités maximales des deux courants
sont d’autre part égales puisque les impédances des deux dérivations sont

supposées égales :
(1) R, + r = Lyw;
par suite i; et i, sont de la forme
iy, = I, cos wi; i, = I_ sin wi,
et v1, Yo, de la forme

v1 = &' sin 0 cos wt cos (wi — ¢),
Yo = — k' cos 0 sin ot cos (wt — 3).

b) Le systéme est en équilibre lorsque les valeurs moyennes I'; et I', de |y,
et de |y,| sont égales. Nous avons

T P T
I'y=FK'sin0 % f cos wi cos (wt—g) dt = % % [cos (2 wt—¢) + cos¢] dt,
<o 0
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d’ot
= I " sin 0 cos ?3

2
et, par un calcul semblable,

I .
I'y = — k' cos 0 sin .
2

La condition d’équilibre s’exprime donc par

sin 0 cos ¢ = cos 0 sin o,
d’otr
tg0=tgo et b6 = o
La rotation 0 mesure donc la différence de phase ¢ entre u et i.

¢) Le résultat précédent n’est valable que pour la pulsation w; si celle-ci
venait a changer, la relation (1) ne serait plus satisfaite.
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ELECTRICITE CORPUSCULAIRE

Chap. XX. — Equivalence d’une charge en mouvement et d’un
¢lément de courant. La charge élémentaire. Expé-
rience de Millikan.

Chap. XXI. — Electrolyse. Conduction ionique.

Chap. XXII. — Action d’un champ électrique et d’un champ magné-
tique sur des particules ¢électrisées.

Chap. XXIII. — Moment magnétique d’un atome. Spin. Expérience
de Stern et Gerlach.






GENERALITES

L’expérience montre que les propriétés des courants électriques,
les actions qu’ils exercent et celles qu’ils subissent, sont les mémes, qu’ils
résultent de la décharge de condensateurs ou qu’ils soient fournis par
des machines électrostatiques, des piles ou des dynamos. On est conduit
A assimiler un courant électrique & un déplacement de charges électriques (Elec-
tricité I, 9-1). L’expérience de Rowland va nous montrer que le dépla-
cement d’un conducteur chargé produit une induction magnétique,
le phénoméne s’interprétant en assimilant une charge en mouvement
a un élément de courant.

Le passage d’un courant s’effectue non seulement dans les milieux
conducteurs comme les métaux, mais aussi dans les électrolytes, dans le
vide et dans les gaz raréfiés. De nombreux faits ne s’expliquent bien
qu’en admettant qu’une charge électrique a une structure corpusculaire et
qu’il existe une charge élémentaire dont la mesure résulte de diverses
expériences; celle de Millikan est parmi les plus directes.

Les corpuscules électrisés possédent une ou plusieurs charges élé-
mentaires, positives ou négatives; le plus simple est I’électron, porteur
d’une charge négative; sa masse est beaucoup plus faible que celle
d’un ion, susceptible d’avoir plusieurs charges positives ou négatives;
celui dont la masse est la plus faible est le proton ou ion H.

Suivant les cas, le courant électrique résulte du mouvement d’élec-
trons dans un milieu conducteur ou dans le vide, d’électrons ou d’ions
dans le vide, d’ions positifs et négatifs dans les électrolytes. Nous n’avons
pas ici a étudier le mécanisme de la conduction métallique, qui est un des
objets de I’électricité corpusculaire; nous en donnerons cependant une
interprétation qualitative qui nous conduira, par une généralisation,
a assimiler une charge en mouvement & un élément de courant. Cette assimila-
tion nous fournira une interprétation satisfaisante du mouvement, dans
le vide, de corpuscules placés dans un champ électrique ou dans un
champ magnétique.






CHAPITRE XX

EQUIVALENCE D'UNE CHARGE
EN MOUVEMENT
ET D'UN ELEMENT DE COURANT.
LA CHARGE ELEMENTAIRE.
EXPERIENCE DE MILLIKAN

20-1. Courant de convection électronique dans un
conducteur métallique. Equivalence ¢z = Idl.

Dans un conducteur métallique le courant électrique résulte d’un
déplacement d’électrons en sens inverse du sens conventionnel du
courant; c’est un courant de convection électronique.

En I’absence de courant un métal est formé d’ions positifs et d’atomes,
immobiles dans le vide, constituant la matiére proprement dite (la
majeure partie de sa masse). Dans le vide qui sépare les corpuscules,
des électrons ont un mouvement parfaitement désordonné comparable
a celui des molécules d’un gaz, avec toutefois cette différence que ces
divers corpuscules, mobiles et fixes, portent des charges et que les élec-
trons dans leur mouvement, non seulement se rencontrent, mais rencon-
trent également les corpuscules fixes.

Un élément de volume, si petit soit-il a I’échelle macroscopique,
est électriquement mneutre puisque les électrons libres proviennent
d’atomes ionisés. Il y a d’autre part, dans I’élément, autant d’électrons
allant dans un sens que dans le sens opposé quelle que soit la direction,
autrement dit les vecteurs vitesses des électrons ont une moyenne nulle.
En T’absence de champ magnétique extérieur la quantité de mouve-
ment moyenne cédée par les électrons aux corpuscules fixes est nulle :
le conducteur n’est soumis a aucune force.
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Considérons un fil conducteur de faible section s et un élément de
longueur d/ de ce fil; en 'absence de courant le nombre d’électrons qui
traverse une section est en moyenne nul. Etablissons une différence de
potentiel entre les extrémités du conducteur. Les électrons sont soumis
a une force parallele au fil et dirigée en sens inverse du courant (¢ néga-
tif) ; de ce fait les électrons acquiérent, en sens inverse du champ élec-
trique, une composante de vitesse qui atteint trés vite une valeur limite

7 du fait de leurs rencontres avec la matiére (ions et atomes). Au mou-
vement chaotique se superpose donc un mouvement d’ensemble de vitesse v (négatif’)
en sens inverse du courant.

Soit n le nombre d’électrons contenus dans unité de volume; le
nombre d’électrons qui traversent une section par seconde est nsv, et
par suite, 'intensité du courant est, en grandeur et en signe (¢ et » sont
tous deux négatifs),

I = nsve.

Plagons le conducteur dans une induction magnétique B; la loi de
Laplace nous donne la force df qui agit sur un élément dl,

E”:Ic?l—/\ﬁ:nwe;i?/\ﬁ.

Mais nous avons
vdl NB =dlo A B,

> - -
puisque le sens de v change avec celui du courant, donc avec celui de
= - > - = o
dl (dl et v ayant la méme direction); par suite

zf)—: nsedl 7 A B.

Or, le mouvement des électrons n’étant plus parfaitement désor-
donné, la quantité de mouvement qu’ils cédent aux corpuscules fixes n’est

plus nulle, de sorte que la force :i}:, appliquée a la mati¢re, résulte en fait
d’une force égale appliquée a I’ensemble des nsdl électrons contenus
dans le volume s dl de 1’élément. La force f agissant sur un électron est
donc

J—F:e; A B.

Si nous comparons la formule précédente a celle qui exprime la loi
de Laplace, nous voyons qu’un électron animé d’une vitesse v est soumis
a la méme force qu’un élément de courant défini par la relation

S

iIcﬁ:ev
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dans laquelle ¢ est négatif et ot I dl n’est évidemment pas celui de la
démonstration précédente puisqu’il s’agit maintenant d’un élément fictif.

On est conduit & admettre que ’équivalence précédente reste valable
dans tous les cas, aussi bien pour un corpuscule positif (on a alors ¢ > o
et le sens du courant I est celui du déplacement du corpuscule) que
pour un corpuscule négatif, le déplacement pouvant avoir lieu aussi
bien dans le vide que dans un milieu matériel.

Les considérations précédentes sont basées sur la loi de Laplace. 1.’ expé-
rience de Rowland, dont linterprétation résulte de I’application de
la lor de Biot et Savart, a pour but de montrer que le déplacement d’une
charge lide a4 un support matériel équivaut & un courant de convection
pour la production d’une induction magnétique.

20-2. Expérience de Rowland.

1° Principe.

Si Pon déplace rapidement un conducteur neutre, on n’observe pas
de champ magnétique parce que I'on déplace avec la méme vitesse les
électrons libres dont la vitesse moyenne d’agitation désordonnée est
nulle et ’ensemble des ions positifs fixes par rapport au conducteur,
ions dont la charge est égale et de signe contraire a la charge totale des
électrons libres. Il ne peut y avoir que compensation des effets électro-
magnétiques produits par les deux groupes de corpuscules. Par contre,
si le conducteur en mouvement est chargé, c’est-a-dire s’il poss¢de soit
un surcroit d’électrons libres par rapport aux ions positifs (il est alors
chargé négativement), soit un déficit (sa charge est alors positive), on
doit observer un champ magnétique dans I’espace voisin du conducteur
(Electricité I, 11-5).

L’induction produite en un point étant proportionnelle a la charge
et & la vitesse du déplacement, on se trouve conduit & déplacer le plus
rapidement possible une charge élevée. 1l est donc avantageux de réali-
ser un courant de convection circulaire en utilisant un disque conducteur D
(de rayon R) animé d’un mouvement de rotation uniforme trés rapide
(vitesse angulaire w) autour de son axe. Pour que la charge soit assez
forte, on place un second disque conducteur fixe D’, identique et coaxial
au premiecr, a la distance e. Les deux disques constituant un conden-
sateur plan de capacité G, si I’on maintient entre eux une différence de
potentiel constante U = U, — U,,, positive par exemple, les deux faces
conductrices en regard portent les charges Q, = Q et Q, = —Q et
I’on a, S étant la surface des disques,

Q —CU =25 U,
€
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Les faces portent donc les densités superficielles électriques + ¢ et — o,

On doit pouvoir observer, et mesurer a ’aide d’un magnétométre,
une induction magnétique B au point M de I’axe du disque mobile et
a la distance @ de son centre O. Nous allons effectuer le calcul de B en
utilisant ’équivalence d’une charge en mouvement avec un élément de courant,
ici circulaire, et I’expression de l’'induction magnétique en un point
de 'axe d’un courant circu-
laire, cxpression résultant de
Papplication de la loi de DBiot et
Savart.

Considérons un petit élé-
ment de surface

d*S = drdl,

autour du point P (fig. 182),

formé d’un élément de lon-

Iic. 182. gueur d/ de la bande circu-

lairc comprise entre les cir-

conférences de centre O et de rayons 7 et r 4+ dr. ¢ étant la densité

électrique superficielle, il porte la charge d%q = cd®S = odrdl, animée

de la vitesse » = wr. Cette charge en mouvement est équivalente a un

arc de courant circulaire, auquel on peut donner la longueur 4/, I'inten-

sité dI du courant étant telle que I’on ait, d’aprés la relation d’équiva-
lence,

dl dl = dzq X v = cwrdrdl,

par suite
dl = cuwr dr.

L’ensemble des éléments de la bande équivaut & un courant circulaire de rayon
r ayant intensité d1 précédente.

Nous savons, par application de la lov de Biot et Savart, que I'induction
dB, produite par ce courant au point M, est dirigée suivant ’axe et que
son module est

_3 _3
2 pocw(r? + a2) *r3 dr.

dB = L pr2(rt + a?) 4l =
2

I
2

L’induction B produite par I’ensemble des charges en mouvement
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portées par le disque D est dirigée suivant l’axe et son module est,

r étant la variable,
R
B= [ db.
0

Pour effectuer cette intégration, posons

u=r?4+ a? du == 2rdr;
il vient
_ I - % 8. B it ~F__ 9.
dB = — pgowu * (u a?) du = - pgow\u a’u du,
d’olt
B I [ ~% (2 2 ]R I [ 2 o\ " (2 2 :In
=—2—p.0c:mu (u —}—a)OZ—Q—p.Ocm (7’ -+ a%) (r2 4+ 24?) |,

-1
2

p.ocm[(Rz + a?) * (R?% 4 24?%) — 2a]

_ I
2
-1

2

I 2a2 Fa 24
:?IJ‘OG'(L)R[<I —]—ﬁ) <I +E"u> _ﬁ: .

Nous avons, a étant petit par rapport a R,

-1
2a° Lk P 2a?\ (1 @\ __ ., 34%,
() () =) ()= R
par suite,

2 og2
B! ppooR(1 —224 3% )\ B, (1 —22 32"\
L oo (1 5T afx—+

2R 2 2R 2

B, étant I’'induction au point O (a = o).
Tenons compte de ’expression de ¢ et de la relation de Maxwell,
¢%equg = I, ¢ étant la célérité de la lumiere dans le vide; il vient

_u 1 U
Al e
!J.OC €
. 27T » . . . .
et par suite, N = == étant la vitesse de rotation du disque exprimée en
W

tours par seconde,

R THRU,. B B0<1 _2a 3‘_11).

c2e
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20 Reéalisation de I’expérience. Précision.

Dans les expériences de Rowland (fig. 183), 'intensité de I’induc-
tion, B’ = 2B, est doublée par l’em-
ploi de deux condensateurs compre-
nant chacun un disque mobile (D,
et D,) et un disque fixe (Dj et Dj);
les disques mobiles tournent en sens
inverses de facon a produire des
inductions de méme sens en M, milieu
S N PN o de O;0,, ol la mesure de B est
&l s effectuée a I'aide d’un magnétomeétre
tres sensible. Les disques sont faits d’un
isolant recouvert d’une mince couche
¥ d’or.
g Les données sont les suivantes :
0N H B2 R=o0,20m; U=6000V; N=125tr.s™!;

Fic. 183. a=o0,02m; ¢ = 0,01 m; elles don-

nent

N D,

2z E ey

1K
d E

o b

~ 1
T

~ L

| — oB, — 2 X 3,142 X 1125 X 0,2 X 6000 _ 1,047. 100 tesla,
9.10'% X 0,01

B’ = Bi(1 — 0,2 + o0,015) = 0,815 By = 8,53.10710 tesla.

Cette induction est extrémement faible puisqu’elle est de I'ordre de 5
cent milliémes de la composante horizontale de P’induction terrestre.
Dans des expériences plus récentes, 'induction magnétique est mesurée
a l'aide de la quantité d’électricité induite dans une bobine que I’on
retourne face pour face (12-8). De toute fagon la précision est de 1’ordre
de 2.1072. On doit considérer la concordance des mesures avec les pré-
visions comme satisfaisante; elle montre que les charges ne sont pas
déplacées par rapport au conducteur dans le mouvement et que I’équi-

valence I dl = ¢y est vérifiée aussi bien dans I’application de la loi de
Biot et Savart que dans celle de Laplace. Cette équivalence est
aujourd’hui admise sans qu’on estime nécessaire d’en rechercher des
vérifications directes plus précises.

20-3. La charge élementaire. Expérience de Millikan.

La relation d’équivalence entre une charge électrique en mouvement
et un élément de courant n’implique pas nécessairement que I’électricité
posséde une structure discontinue. De nombreux faits d’expérience
montrent cependant que I’on n’observe jamais une charge inféricure a
une valeur qui constitue la charge élémentaire et qu’une quantité d’élec-
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tricité quelconque contient un nombre entier de charges élémentaires. Si, dans les
anciennes théories des fluides électriques, on a pu expliquer un grand
nombre de phénoménes en attribuant a IPélectricité une structure
continue, cela tient uniquement au fait que la charge élémentaire est trés
petite. L’expérience de Millikan en permet la mesure directe.

1° Mouvement d’une petite sphére dans un milieu visqueux.

Considérons une trés petite sphére de rayon r et de masse m, en
mouvement dans un fluide visqueux. Pour les trés faibles vitesses, les
seules que nous aurons a envisager ici, elle est soumise a une force de
frottement f, force résistante (dirigée en sens inverse de la vitesse), pro-
portionnelle & la vitesse v; la force f est donnée par la formule de Stokes,

> >
J = — 6myqro,

dans laquelle v est le coefficient de viscosité du fluide.

La vitesse et ’abscisse z initiales étant nulles, supposons que la sphére
soit soumise a la force constante I dirigée suivant Oz. L’application
du principe fondamental de la dynamique nous donne

d%z dv

(1) =

m— = F — Gzyro.

Tar T g

Le mouvement est accéléré, 1’accélération initiale étant

) _F
dt ), m’

mais, f croissant avec v, ’accélération décroit et tend vers zéro. Par

suite » tend vers la valeur limite V = ; une fois cette limite atteinte

T
le mouvement est rectiligne et uniforme. La relation (1) s’écrit
. dv _ _6’:1‘;?‘ dt
V—u m
Le second membre de cette équation, comme le premier, étant sans
§ . m
dimension, la grandeur © = , appelée constante de temps du mouvement
> g G'TTT >
R
est homogéne 4 un temps; nous avons par suite
_dv dt
V—u T

L’intégration de cette équation différentielle donne, compte tenu
des conditions initiales,
V—uv__

S —t
Log. -———t-, ou encore v =V(I—g 1);
\4 7
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la vitesse limite V n’est donc atteinte qu’au bout d’un temps théorique-
ment infini.

Déterminons le temps ¢ au bout duquel I’écart relatif'V;Ude v
avec sa limite n’est plus que 10~ par exemple; nous avons

2,3 log,, 1074 = — -t-, d’ou = 0,27,
T

¢ ¢tant la masse volumique du corps en mouvement, nous avons

I m

LR
6zq 7 9 7

b

le temps au bout duquel la vitesse limite peut étre considérée comme
atteinte est donc proportionnel au carré du rayon. Ce temps est
extrémement court pour une sphére de trés petit rayon, une gouttelette
de liquide par exemple, et, négligeant la phase initiale, nous considérerons
le mouvement comme uniforme de vitesse V. Quant a cette vitesse V, elle est
d’autant plus petite que la force F est elle-méme plus petite.

20 Réalisation de I’expérience de Millikan (fig. 184).

De trés petites gouttes (leur rayon est de 'ordre du micron) d’huile,
liquide peu volatil, obtenues

oy ) par pulvérisation, sont intro-
U 4 @M Eclairage duites dans lespace compris
— entre les armatures horizon-

Ko tales d’un condensateur plan
Fic. 184. placé a l'intérieur d’une cage

de verre, et se déplacent verti-
calement dans I’air. Pour étudier leur mouvement, on éclaire laté-
ralement I’atmosphére et on les observe a l’aide d’un microscope
M muni d’un réticule a trois fils horizontaux équidistants. La vitesse
V d’une goutte se déduit de la mesure du temps qui sépare son passage
sur deux fils du réticule : elle est toujours trés faible, de sorte qu’il
est possible d’observer trés longtemps une goutte déterminée.
Soit p et a les masses volumiques respectives de ’huile et de I’air. La
goutte observée est soumise a son poids apparent (poids réel diminué
de la poussée d’Archimeéde),

P-4
3
L’huile étant un diélectrique, la goutte est électrisée par le frottement

qui résulte de la pulvérisation; soit ¢ sa charge. Etablissons une différence
de potentiel connue U entre les armatures du condensateur distantes de d;

=%(p — a)g-
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: . : U o
le champ électrique vertical uniforme E = — alnsl créé exerce sur la

goutte la force ¢E, et ’on peut s’arranger pour que cette force soit dirigée
vers le haut, donc en sens inverse de P. La résultante des forces agissantes
F
67:'(1?’.
Supposons tout d’abord que le champ électrique soit nul; la force F
se réduit au poids apparent et la vitesse de la goutte est

est donc F = P — ¢gE et la vitesse de la goutte, V =

la mesure de V, permet donc, connaissant p, a, g et 4, de déterminer le
poids apparent P (et le rayon r) de la goutte.

Créons le champ électrique E = Ed de sens et de grandeur conve-

nables pour que I, tout en restant positive, soit inférieure a P; on mesure
une vitesse V, inférieure a V,,

qui donne la charge ¢ en fonction de grandeurs connues.
Il est méme possible d’immobiliser la goutte (V,; = o) en faisant
agir un champ électrique E, tel que la force électrique équilibre le

poids apparent, et I’on a alors ¢ i

0
On peut méme, par l'action d’un champ supérieur a L, faire
remonter la goutte, ce qui permet de nombreuses observations.
Différents expérimentateurs ont repris I'expérience de Millikan en
utilisant divers liquides et des gaz sous pressions variées :

Les charges q mesurées se sont loujours irouvées élre égales @ un nombre entier
de fois (1, 2, 3,... fois) une charge e qui est précisément la charge élémentaire.

Au cours d’une expérience on observe parfois de brusques variations
de vitesse, celle-ci pouvant méme changer de sens. Le phénoméne
s’explique par la capture d’un ion positif ou négatif sans variation de masse,
ce que 'on vérifie en annulant le champ pour mesurer de nouveau V,:
on retrouve bien la méme valeur. On augmente la fréquence de ces
variations en ionisant plus fortement I’atmosphére par un faisceau de
rayons X; il est ainsi possible, non seulement de mesurer des charges
différentes ¢ = ne pour diverses gouttes, mais aussi pour la méme goutte.
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La principale cause d’incertitude dans la mesure de ¢ par la méthode
de Millikan résulte de [’incertitude sur le coefficient de wviscosité; les progrés
réalisés dans la mesure de cette grandeur ont permis d’améliorer la
précision sans qu’il ait été nécessaire de recommencer les expériences.
La précision relative est aujourd’hui de I’ordre de 2.1073, moins bonne
que celle fournie par I’étude des phénomenes d’électrolyse et la déter-
mination du nombre d’Avogadro (21-4).

Les expériences de Millikan et d’autres expérimentateurs n’en
conservent pas moins une grande importance parce qu’elles prouvent
d’une fagon directe I'existence de la charge élémentaire; la valeur la
plus probable qu’clles donnent,

e = (1,602 == 0,003) 1071 C,

est en bon accord avec celles fournies par des déterminations plus précises.




CHAPITRE XXI

ELECTROLYSE.
CONDUCTION IONIQUE

21-1. Electrolytes. Théorie ionique.

Le passage du courant électrique dans les métaux, les alliages et les
semi-conducteurs s’explique par un mouvement d’ensemble d’électrons
en sens inverse du sens conventionnel du courant: un tel courant de
convection électronique ne transporte que des charges élémentaires négatives,
il ne lui correspond pas de transport de matiére.

Si l’on plonge deux électrodes, reliées aux bornes d’un générateur
électrique (la cathode est reliée au poéle positif, I’anode au poéle négatif),
dans un dlectrolyte, le passage du courant s’accompagne de phénoménes chimiques
et de transport de matiére dans I’ électrolyseur.

Les électrolytes sont les composés ioniques, acides, bases et sels, a 1’état
liquide (fondus) ou en solution dans un solvant ionisant. Le solvant le plus
important et le plus employé est I’cau; d’assez nombreux liquides sont
ionisants : citons 'ammoniac NH; liquide et ’acétone; toutefois nous
n’étudierons que les solutions aqucuses.

La théorie tonique, que 'on expose en Chimie, permet d’interpréter
qualitativement et quantitativement les phénomeénes de I’électrolyse,
aussi bien au point de vue chimique qu’au point de vue de la conduction
é¢lectrique. Rappelons les hypotheses essentielles de cette théorie.

La molécule d’un électrolyte (dans la mesure ot ’on peut parler de
molécule dans ce cas) est formée d’ions, ions positifs ou cafions et ions
négatifs ou anions, Un ion est un atome ou une association (ion complexe)
d’atomes ayant perdu ou capturé un ou plusieurs électrons; un ion est
donc porteur d’une charge globale égale a un nombre entier (le plus
souvent 1, 2 ou 3) de charges élémentaires, positives pour un cation,
négatives pour un anion. L’électrovalence d’un ion est le nombre de charges
qu’il porte, affecté du signe plus pour un cation (électrovalence positive),
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du signe moins pour un anion (électrovalence négative). Par exemple,
le cation de la soude et des sels de sodium est I'ion Na+, d’électrovalence
-+ 1, celui de la baryte et des sels de baryum est Ba2t, d’électrovalence
+ 2, ’anion CI- de I’acide chlorhydrique et des chlorures métalliques
a I’électrovalence — 1, I’anion SO~ de I’acide sulfurique et des sulfates,
Pélectrovalence — 2. Un électrolyte étant électriquement neutre, le
nombre de charges portées par les anions est égal a celui des charges
portées par les cations; la somme algébrique des électrovalences de tous les ions
est donc nulle : par exemple, le chlorure de calcium fournit les ions Ca?2*
et 2Cl1-,

Alors que dans un cristal (de chlorure de sodium par exemple) ou dans
un gaz (HCI par exemple) les ions sont étroitement associés, on doit
admettre qu’a I’état liquide ou en solution dans un solvant ionique, les
forces qui s’exercent entre ions de noms contraires sont beaucoup
plus faibles, de sorte que, sous action d’un champ électrique, les cations se
déplacent dans le sens du champ alors que les anions se déplacent dans le sens
inverse.

La masse d’un ion est trés sensiblement égale a celle de ’atome
ou de I’édifice d’atomes qui le constitue. De méme qu’a 1’échelle macros-
copique on raisonne sur les atomes-grammes et les molécules-grammes ou
moles, c’est-a-dire sur des masses égales a celles des atomes et des
molécules multipliées par le nombre d’Avogadro N, de méme on raisonne,
dans la théorie ionique, sur les ions-grammes, c’est-a-dire sur la masse de
N ions. Cela nous améne a considérer la charge F = Ne, égale a N fois
la charge élémentaire; cette charge est le faraday. Il est également
commode de faire intervenir, dans I’étude de 1’électrolyse comme en
chimie, I’équivalent électrochimique ou valence-gramme d’un ion,
quotient de la masse de I'ion-gramme par la valeur absolue de son
électrovalence.

Si ’on excepte les sels complexes, les cations sont toujours simples; ce
sont I’ion H* des acides, les ions métalliques Nat, Agt, Fe?*+, I'e3+, Al3+...,
des sels et des hydroxydes métalliques; parmi les cations complexes la
Chimie classique ne connait guére que I'ion ammonium NH3 mono-
valent. Par contre, en dehors des ions métalloidiques comme Cl- de
I’acide chlorhydrique et des chlorures métalliques, les anions sont
complexes, comme OH~ des bases, NO3 de lacide nitrique et des
nitrates, SO}~ de l'acide sulfurique et des sulfates,...

21-2. Mécanisme de la conduction ionique.

Etablissons une différence de potentiel entre les électrodes d’un élec-
trolyseur (on dit aussi : d’un voltameétre) ; ’électrolyte est traversé par un
courant qui va de I’anode vers la cathode. Les ions se trouvent ainsi
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soumis a un champ électrique dirigé dans le sens du courant. Les cations,
soumis a des forces dirigées dans le sens du champ, se déplacent vers
la cathode, ot ils perdent leur charge en capturant les électrons qui, dans
le circuit extérieur, arrivent en sens inverse du courant. Quant aux
anions, soumis a des forces dirigées en sens inverse du champ, ils se
dirigent vers I’anode, au contact de laquelle ils se déchargent en cédant
des électrons qui sortent en sens inverse du courant dans le circuit
extérieur.

Ainsi le passage d’une quantité d’électricité ¢ dans le circuit corres-

pond :

a) Dans les conducteurs extéricurs a 1’électrolyseur, & un transport
d’électrons qui véhiculent la charge — ¢ en sens inverse du courant.

b) Dans I’électrolyseur, a un double transport d’ions, supports
matériels de charges de signes contraires, les anions alimentant I’anode
en charges négatives emportées par les électrons alors que la cathode
fournit le méme nombre d’électrons pour décharger les cations porteurs
de la charge globale ¢.

Prenons I’exemple simple de 1’électrolyse du chlorure de sodium
fondu avec électrodes inattaquables. Lorsqu’a I’anode un ion Cl— arrive
pour perdre un électron, Cl= — Cl 4- ¢, un ion Nat capture un
électron fourni par la cathode conductrice :

Nat 4+~ ¢ — Na.

Le sodium se forme a la cathode tandis qu’a I'anode les atomes de chlore
s’assemblent en molécules : 2 Cl — Cl,, de sorte que du chlore gazeux
se dégage sur ’anode (en charbon inattaquable).
Dans le cas de I’électrolyse du chlorure de calcium fondu, le passage
d’une quantité d’électricité égale a deux charges élémentaires entraine
a I'anode

2Cl- — 2(Cl+4 2, =201 — C(Cl,

a la cathode

Ca?t 4 2¢- — Ca.

Les considérations précédentes nous conduisent a la conclusion
suivante qui résume le mécanisme de I’ électrolyse :

Lorsque n électrons passent, en sens inverse du sens conventionnel du courant,
a travers une section du conducteur extérieur a I’ électrolyseur, les anions de I’ électrolyte
Sournissent @ Panode le méme nombre d’électrons tandis qu’un nombre égal de
ceux-ci est ¢cédé¢ aux cations par la cathode. Pendant la durée t de ces phénoménes
la quantité d’électricité ¢ = ne a circulé dans le circuit, Iintensité du courant a été

. ne ’ 7 7 ®
i =1 — v € étant la charge élémentaire.
¢
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1l nest pas nécessaire, pour que ce mécanisme puisse se poursuivre jusqu’d
électrolyse compléte, que I électrolyte soit totalement ionisé :

Considérons le cas d’un électrolyte faible en solution aqueuse, un
monoacide faible HA par exemple. Au début de 1’électrolyse nous
avons 1’équilibre

(1) HA — H+ 4 A-,

régi par la relation

HY)(AY) _
(2) i = b

ks étant la constante ionique de I’ acide.

Les concentrations ioniques (H*) et (A™) tendant & diminuer du
fait de I’électrolyse, I’équilibre (1) est déplacé vers la droite de fagon
que le premier membre de (2) reste constant. C’est dire que de nouvelles
molécules HA ne cessent de s’ioniser jusqu’a épuisement complet au
terme de I’électrolyse. Les concentrations ioniques initiales peuvent
donc étre trés faibles; nous verrons cependant (21-6) que dans ce cas
la conductivité de la solution est elle-méme trés faible.

21-3. Décharge d’un ion complexe.

La décharge d’un ion simple donne un corps simple, et celui-ci se
forme, aprés éventuellement association d’atomes en molécules, a
Iélectrode ol I'ion s’est déchargé, a condition que le corps simple n’ait
aucune action sur 1’électrode, sur I’eau de la solution ou méme sur 1’élec-
trolyte, autrement dit, a condition qu’il ne se produise pas d’actions
secondaires (21-5).

L’hydrogéne provenant des ions Ht d’un acide, les métaux des ions métalliques
d’un sel ou d’une base se forment & la cathode. L’halogéne d’un acide halohydrique
ou d’un halogénure métallique apparait & I’anode.

Notons que les halogénes et 'oxygeéne sont les seules métalloides qui
puissent se former : on n’observe par exemple jamais de dépot de soufre.

Les phénomeénes ne sont pas aussi simples dans la décharge des ions
complexes, qui donne toujours un édifice instable d’atomes. Envisageons
les principaux exemples, toujours en ’absence d’actions secondaires.

Le cation ammonium NHF de I’ammoniaque et des sels d’ammonium
donnerait I’édifice instable NH,; on a en fait

2 NHY + 2¢- — 2 NH,; + H,;

si I’on opére en solution, ’ammoniac se dissout et ’hydrogéne se dégage.
b o fw)
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La décharge de ’anion O~ des bases et de ’eau entraine le dégagement
d’oxygéne a I’anode :

4 0H- - 2H,0 4 O, + 4¢.

Les anions des oxacides donnent un dégagement d’oxygéne a ’anode
avec formation de ’anhydride qui, en solution aqueuse, réagit sur I’eau
dans le cas des ions NOg, SO;~, POi-,... Par exemple, dans 1’électrolyse
d’une solution d’un nitrate :

4 NOy —= 2N,0; 4 O, + 4¢;
2 N,O; + 2 H,O — 4 NO; + 4 H+,

ce qui donne le processus anodique
2 H,O —» O, + 4 Ht 4 4¢—;

il se dégage donc de 'oxygeéne a I’anode et la solution devient acide dans
son voisinage.

Par contre, si ’anhydride est relativement peu soluble, il se dégage
en grande partie et Pacidité (concentration en H*) n’augmente que trés
peu au voisinage de ’anode. C’est le cas de I’électrolyse des carbonates :

2 CO;- — 2CO0O, + O, + g4e;

le mélange gazeux se dégage a ’anode.

21-4. Lois de lelectrolyse. Le faraday et la charge
¢lémentaire.

L’étude du mécanisme ionique nous explique les lois qualitatives
et quantitatives de I’électrolyse telles que I'expérience a permis de les
établir.

1° Lois qualitatives.

a) Les produits de la décomposition électrolytique apparaissent et I’électrolyte
disparait au voisinage des électrodes, autrement dit, Iélectrolyse ne change pas la
composition de I’électrolyte dans les régions éloignées des électrodes.

Précisons qu’il n’en est ainsi que si les phénomeénes sont de courte
durée; au bout d’un temps plus ou moins long les modifications de
composition se répartissent par diffusion dans toute la masse de I’électro-
lyte. Cette homogénéisation est favorisée par élévation de la température
et, bien entendu, par agitation du bain; il faut en tenir compte dans les
applications.
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b) Nous avons vu que, si I’on se place dans des conditions excluant
des réactions secondaires :

Les corps simples formés a la cathode, métaux ou hydrogéne, sont des éléments
électropositifs; la perte de charges positives des cations, perte résultant de capture
d’électrons, est une réduction au sens général du mot.

Les corps simples formés a anode, halogénes ou oxygéne, sont des éléments
électronégatifs; la perte de charges négatives des anions, perte résultant d’un
abandon d’électrons, est une oxydation au sens général du mot.

Dans le cas particulier des composés ioniques binaires le cation est
fourni par I’élément le plus électropositif, ’anion par 1’élément le plus
électronégatif. Un exemple remarquable est celui de I’hydrure de
lithium LiH dont I’électrolyse donne un dégagement d’hydrogéne a
Panode; c’est que le lithium est plus électropositif que I’hydrogéne :
la structure de I’hydrure est LitH-.

2° Loi quantitative de Faraday. Détermination du faraday.

a) Les masses d’électrolyte décomposé et des corps formés au cours d’une
électrolyse sont proportionnelles a la quantité d’électricité ¢ = it qui a traversé
Uélectrolyseur.

b) Un faraday entraine la décharge d’un équivalent électrochimique
de cation et d’anion.

L’interprétation de cette loi est évidente dans la théorie ionique.
Tout se passe dans I’électrolyse comme s’il y avait transfert d’électrons
des anions sur les cations de fagon a établir I’électroneutralité des deux
types de particules, le courant transportant une quantité d’électricité
égale a la charge des électrons transférés. La décharge d’un équivalent
¢lectrochimique de chacun des types d’ions, anion et cation, nécessite
le transport de N électrons (N étant le nombre d’Avogadro), donc le
passage dans ’électrolyseur de la quantité d’électricité Ne précisément
égale a un faraday par définition.

La loi de Faraday reste évidemment applicable aux produits donnés
par la décharge d’un ion complexe et méme a ceux qui résultent de
réactions secondaires. Par exemple, dans I’¢électrolyse d’un sel d’ammo-
nium, deux faradays entrainent la décharge de 2 NHy et la formation
de 2 NH,; + H,.

Considérons plus particulierement le cas des ions simples qui, en
se déchargeant, fournissent un élément, métal ou hydrogéne pour un
cation, métalloide comme le chlore ou I'iode pour un anion. Soit A la
masse atomique du corps simple obtenu et, en valeur absolue, n I’électro-
valence de I’ion. —‘% est aussi bien la masse d’un équivalent électrochi-
mique de I'ion que la masse de I’élément libérée par un faraday, masse
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que nous pouvons tout aussi bien appeler dquivalent électrochimique ou
valence-gramme de I’élément, n pouvant étre considéré comme le nombre
d’oxydation de I’élément engagé dans I’électrolyte considéré. Nous
pouvons donc donner ’énoncé particulier suivant de la loi de Faraday:

Un équivalent électrochimique d’un élément est libéré par un
faraday.

La masse m de I’élément, formée pendant le temps # par un courant
d’intensité constante, est donc donnée par

La détermination du faraday avec une trés grande précision est donc
possible puisque les masses atomiques de la plupart des éléments sont
trés bien connues et qu’une quantité d’électricité est susceptible d’étre
mesurée avec une tres faible incertitude (I’'intensité ¢ a I’aide d’un électro-
dynamométre). En fait, la principale cause d’incertitude provient de
la difficulté d’éviter toute réaction secondaire affectant méme une faible
partie de I’électrolyte; aussi le nombre d’électrolytes utilisables est-il
trés restreint.

Les déterminations de F ont surtout mis en ceuvre le dépét cathodique
d’argent du nitrate d’argent et le dép6t anodique d’iode d’un iodure.
Une étude critique des résultats a conduit a admettre la valeur actuelle-
ment considérée comme la plus probable,

F = (96 490 == 10) coulombs,

avec une incertitude relative vraisemblablement inférieure & 1074,
Le nombre d’Avogadro a été déterminé par des méthodes variées de
précisions trés inégales; la valeur actuellement admise,

N = B,023. ro™,

est déduite de I’étude de cristaux aux rayons X.
Des valeurs de F et de N on déduit la valeur de la charge élémentaire

¢ = (1,602 0 == 0,000 4) 1071 coulomb,

connue avec une précision de ’ordre de quelques dix-milliémes, précision
bien meilleure que celle permise par ’expérience de Millikan.

21-5. Actions secondaires. Applications de I’¢lectrolyse.

19 Considérons quelques cas simples d’électrolyses de composés
binaires sans actions secondaires autres que la décharge d’ions
complexes.

DEVORE-ANNEQUIN., — Electricité I1. 12
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Chlorure de sodium fondu (¢ > 800 °C), la cathode est en fer, I’anode
en graphite. A la cathode

2 Nat 4+ 26 — 2 Na,
le sodium fondu est recueilli & Pabri de ’air; & ’anode

2 Cl- — Cl, + 2¢,
le chlore se dégage.

L’¢lectrolyse de chlorures métalliques fondus est utilisée pour I’obten-
tion de quelques métaux qui, comme le sodium, sont plus électropositifs
que I’hydrogéne : du calcium a partir du chlorure de calcium CaCl,
fondu (f =~ 8oo °C), du magnésium a partir du chlorure de magnésium
MgCl, fondu (¢== 750 °C).

Dans les exemples précédents, le processus, trés simple, est un échange
électronique, il y a oxydation anodique (libération de chlore & partir de
Cl7) et réduction cathodique (libération du métal & partir de I'ion élec-
tropositif). Il en est de méme dans I’électrolyse de chlorures de métaux
nettement moins électropositifs que I’hydrogéne et de 1’acide chlorhy-
drique lorsqu’on opére en solution avec une anode inattaquable par
le chlore. Par exemple, pour le chlorure cuivrique, a la cathode

Cu?t + 2¢- — Cu,
le cuivre se dépose; pour la solution chlorhydrique,
2 Ht 4+ 2¢- — H,,

de ’hydrogéne se dégage.

L’électrolyse de l’alumine pure anhydre Al,O,; utilisée pour la
fabrication de P'aluminium est déja plus compliquée car elle nécessite
I’addition d’un fondant, la cryolithe Na,(AlF,), qui abaisse la tempéra-
ture de fusion au voisinage de 950 °C et qui intervient dans le processus
de I’électrolyse. En définitive ’aluminium se forme a la cathode tandis
que I'oxygeéne briile I’anode en charbon en donnant de I'oxyde de car-
bone CO et du gaz carbonique CO.,.

Les électrolyses précédentes sont utilisées pour 1’obtention de
métaux.

Ajoutons un dernier exemple, celui de la fabrication du sodium pur
par électrolyse de la soude fondue a 330 °C (procédé Castner); il y a oxyda-
tion anodique :

4 OH- — 2H,0 + O, + 4¢.

Dans toutes ces électrolyses il est essentiel que les compartiments
anodique et cathodique soient bien séparés pour éviter l’action du
métalloide (chlore ou oxygéne) sur le métal.
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20 EKlectrolyses avee actions secondaires.

Le processus global et les résultats d’une électrolyse peuvent dépendre
de la nature des électrodes, des conditions ou se trouve placé I’électrolyte
(concentration, température, compartiments anodique et cathodique
séparés ou non). Nous avons retenu un certain nombre d’exemples
susceptibles d’applications en électrochimie et en électrométallurgie.
Le plus souvent on choisit des électrodes qui n’interviennent pas dans
le mécanisme de I’électrolyse (électrodes passives).

a) Electrolyse d’une solution de soude. Les électrodes, en fer, sont passives.
Il se produit a la cathode :

4 H,0 4+ 46~ — 4 OH- + 2 H{;
a Panode :
4 OH- — 2H,0 4 O, + 4¢.

Le bilan est en définitive la décomposition de I’cau,
2 H,O — 2H, 4 O.,.

La conduction est bien assurée par les ions Nat et OH~ mais la
concentration globale en soude ne change pas. Cependant, les ions OH—
disparaissant a ’anode, apparaissant a la cathode, les concentrations
locales au voisinage des électrodes tendent a varier, & augmenter prés
de la cathode, a diminuer pres de I’anode. Pratiquement les courants
de convection, favorisés par I’élévation de la température, assurent
une uniformisation suffisante de la concentration dans le bain.

Cette électrolyse est utilisée industriellement & la fabrication de
I’hydrogéne.

L’électrolyse d’une solution d’acide sulfurique avec électrodes en
platine revient également a la décomposition de I’eau, les ions SO~ et
H+* étant les tons conducteurs. L’acidité reste bien constante dans I’en-
semble mais elle tend a augmenter prés de la cathode, a diminuer prés
de I’anode.

b) Electrolyse du chlorure de sodium en solution (électrodes passives).

Supposons tout d’abord que les compartiments anodique et cathodique sotent
séparés (par un diaphragme par exemple).
A Panode se déchargent les 1ons conducteurs :

(1) 2 Cl- — Cly + 2¢;

le chlore se dégage pratiquement en totalité.

Les électrons fournis par la cathode sont captés par les 1ons Ht de Ieau et
non pas par les ions conducteurs Na™*, parce que ’hydrogéne est moins
électropositif (plus électronégatif) que le sodium :

oH+ 4 26~ — HY.
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L’équilibre ionique de I’eau (faiblement ionisée) se trouve ainsi déplacé,
des molécules d’eau s’ionisent,

°H,0 -» 20H- - 2H+

de fagon a alimenter les électrons d’une fagon continue en ions H+*,
Le processus cathodique est donc

(2) 2 H,O + 2~ — H{ + 2 OH-.

Comme les ions Nat sont les cations conducteurs, il en résulte qu’au
dégagement de Cl, a I'anode correspond a la cathode la formation de
2 OH~ et l'arrivée de 2 Na+t (non modifiés), autrement dit il se forme de
la soude dans le compartiment cathodique en méme temps qu’il se
dégage de I’hydrogéne a la cathode. Le bilan global de I’électrolyse
s’obtient en additionnant (1) et (2) :

2 Cl- 4 2 H,O — H{ + 2 OH- 4 Cl{;

on prépare simultanément de I’hydrogéne, du chlore et de la soude.

Supposons maintenant que on favorise [I’homogénéisation de la solution
maintenue @ 20 °C par une circulation d’eau froide dans un serpentin.
Les phénomeénes ne sont pas modifiés a la cathode (2), oit de ’hydrogéne
se dégage tandis qu’apparaissent des ions OH~ qui sont répartis dans
tout le volume de I’électrolyte. Les anions conducteurs sont donc CI~
et OH-, leur décharge a I'anode donne

(3) Cl- + 2 OH- — ClO~ 4+ H,O + 2¢.
Le bilan global est obtenu par addition de (2) et (3) :
H,O 4+ Cl- - H, + ClO-,

les ions Nat n’ayant joué aucun réle sinon celui de cations conducteurs.

On obtient ainsi une solution d’hypochlorite de sodium (ion hypochlo-
rite ClO-).
S7 Ion opére a 50 °C, la réaction anodique

Cl- 4+~ 6 OH- — gH,0 + ClO;~ + 5~
supplante la réaction (2) et le bilan global devient
Cl- 4+ gH,0O — gH, + ClO;—;

on obtient une solution de chlorate de sodium.
L’électrolyse d’une solution de chlorure de sodium dans des condi-
tions différentes nous montre que

Il n’y a pas en fait de réactions secondaires mais bien des mécanismes
différents de décharge d’ions.
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¢) Electrolyse d’une solution d’un sel avec ancde en métal du sel (anode soluble).

L’électrolyse d’une solution de sulfate de cuivre avec électrodes de
platine donne a la cathode

Cu?*t + 2¢~ — Cu,

a Panode (les ions SOj~ étant cependant les anions transporteurs)
H,0 -1 0O, + 2H+ + 2¢-.
2

Il y a dépdt de cuivre sur la cathode, la concentration en ions Cu?t
diminue au voisinage de la cathode alors que 'acidité augmente au
voisinage de ’anode ou la concentration (SOj~) augmente en méme
temps que celle des ions H*. Si 'on assure I’homogénéité du bain, a
la disparition de Cu?* dans la masse correspond l’apparition de 2H*;
le bilan de D’électrolyse est

2Cu?t + 2H,0 — O, + 4H* + 2Cu.
Le processus anodique est modifié¢ si I’anode est en cuivre, on a alors
Cu — Cu?t 4 2.

La concentration (Cu?*t) décroit prés de la cathode, s’accroit prés de
I’anode, la concentration globale restant constante. Si I’on homogénéise
la solution, le seul phénomeéne est un transport de cuivre de I’anode sur
la cathode (laquelle peut également étre en cuivre).

On obtient des résultats semblables lorsqu’on électrolyse une solu-
tion d’un sel avec une anode en métal de ce sel. L’élément passe de
I’état cation a I’état métal a la cathode (réduction cathodique), et c’est
le passage inverse qui se produit a ’anode (oxydation anodique).

Les électrolyses de ce dernier type sont importantes au point de vue
des applications : elles sont mises en ceuvre en métallurgie pour I'affi-
nage et la préparation des métaux (cuivre, zinc, fer, ... électrolytiques),
et permettent également d’obtenir des dépdts métalliques (argenture,
chromage, nickelage, ...).

21-6. Conductivité des solutions d’électrolytes.

Les ions étant les véhicules du transport des charges dans le passage
du courant dans un électrolyte, il est a prévoir que les concentrations
ioniques doivent jouer un réle essentiel dans la conduction électrolytique.
Nous allons tout d’abord rappeler ou préciser quelques définitions et
en donner de nouvelles.
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1° Conecentrations équivalentes. Conductivité équivalente.

Considérons une solution d’un électrolyte comprise entre deux
électrodes planes et paralléles distantes de /; établissons entre celles-ci
une différence de potentiel constante U. En premiére approximation
le champ électrique E ainsi créé entre les électrodes peut étre considéré

. U
comme uniforme : E = —.

[

En un point le vecteur densité de courant 7 est lié au vecteur champ
¢lectrique par la relation d’Ohm

J =E,

dans laquelle vy est la conductivité de la solution a la température de I'expé-
rience.

Soit s une petite surface plane disposée normalement au champ dans
une région assez éloignée des électrodes pour que, si ’électrolyse n’est
pas trop prolongée, nous puissions supposer constantes les concentrations
ioniques (21-4, 1°). y et j sont alors constants et 'intensité ¢ du courant
a travers s est

(1) i = g9 = ysE,

Donnons maintenant des définitions relatives aux concentrations.
Un équivalent-gramme (nous dirons par la suite plus simplement : ¢qui-
valent) de I’électrolyte est la masse de cet électrolyte décomposée par un fara-
day. Soit v le nombre de charges (de faradays) portées par chacun des
types d’ions qui comstituent une mole; un équivalent d’électrolyte est

M

v

» M étant la masse molaire. Par exemple

NaCl, HC], ..., -~ H,S0,, -1 CuSO,,
2 2

% Na,SO,, ..., % FeCl,, ..., % AL(SO,)s,

sont des équivalents.

La concentration équivalente C, d’une solution est mesurée par le
nombre d’équivalents par unité de volume de solution. Comme nous
utilisons le systéme S.I., nous 'exprimons en équivalents par meétre cube
alors que les chimistes expriment la concentration molaire ¢ en moles
par litre; nous avons donc C; = 1 000 ve.

Etendons la définition d’un équivalent aux ions; par exemple

Na+t, Cl-, H+, ..., -~ SO, L Cu+, ..., L Als+, ..
2 2 3

sont des équivalents d’ions. Les concentrations ioniques équivalentes
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sont égales a G, si I’électrolyte est entiérement ionisé. Supposons qu’il
n’en soit pas ainsi (cas d’un électrolyte faible) ct soit « la fraction ionisée,
rapport du nombre de molécules ionisées au nombre total de molécules
(ionisées ou non); les concentrations équivalentes des deux types d’ions
sont égales a C = oG, o étant fonction de C,.

Revenons a la conduction ionique. Par définition, la grandeur

A = - est la conductivité équivalente de la solution.
0
Nous avons, d’aprés (1),

(2) i = AC,sE.

20 Mobilités des ions. Loi de Kohlrausch.

Cherchons, moyennant quelques hypothéses, a analyser le mécanisme
de la conduction.

Sous l'action du champ électrique un ion est soumis 4 une force
constante, proportionnelle & E, qui tend a P’entrainer dans le sens du
champ ou dans le sens inverse suivant qu’il s’agit d’un cation ou d’un
anion. Son mouvement est contrarié par des rencontres avec les parti-
cules présentes dans le milieu et particulierement avec les molécules
d’eau qui sont les plus nombreuses, cette géne se traduit par une force
résistante proportionnelle au coefficient de viscosité de I'eau et a la vitesse
de I'ion. Dans ces conditions la vitesse atteint trés vite une valeur limite
v proportionnelle au champ E (sinon d’ailleurs la loi d’Ohm se trouve-
rait en défaut). Nous avons respectivement pour le cation et ’anion

vy = u E et 2 = u B3

par définition u, et u_ sont les mobilités du cation et de [’anion. Elles
s’expriment, dans le systéme S.I. en m2.s71. V-1,

On admet, dans une théorie simplifiée, que la mobilité d’un ion, indé-
pendante de la concentration, ne dépend que de la nature de I’ion et de la tempé-
rature. Indiquons dés maintenant quelle est 'influence de la température,
Une élévation de température entraine une diminution de la viscosité
de I’eau et par suite ’accroissement des mobilités. Or, nous allons voir
que la conductivité est proportionnelle 4 la somme des mobilités des
deux types d’ions, elle croit donc avec la température. L’expérience
vérifie cette prévision.

Déterminons maintenant 'intensité ¢ du courant a travers la surface
s. Celle-ci est traversée, au cours d’une seconde, par la charge ¢, trans-
portée par les cations dans le sens du courant et par la charge ¢_, néga-
tive, transportée en sens inverse par les anions. Ce dernier transport
équivaut a celui de la charge — ¢_ (positive) dans le sens du courant,
et nous avons donc

i = gy — ¢
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Les charges volumiques, positive due aux cations, négative due aux
anions, sont égales en valeur absolue & ¢ = CF = «C,F.
¢4+ est la charge positive qui, au début d’une seconde, se trouvait
dans un volume cylindrique de section s, de longueur égale & v, ; nous
avons donc
g+ = ¢svy. = aCyFsEu,,
et, de méme,
g = — aGyFsEu_.
Par suite
1 = aCoFsE(u,. -+ u),

d’oli, en tenant compte de l'expression (2) de i,
(3) A=aF(u, +u)= A, + A_.

Ay = oFu, et A_ = oFu_ sont les conductivités équivalentes du cation et de
Panion, proportionnelles & la fraction ionisée « et & la mobilité de I’ion
correspondant.

I’expression (3) de A constitue la loi d’additivité de Kohlrausch :

La conductivité équivalente d’une solution d’un électrolyte est la
somme de deux termes, [’un relatif au cation, autre relatif A I’anion.

Tout se passe comme si le courant ¢ était la somme de deux courants
du méme sens que ¢ (courants équivalant au transport des deux types
d’ions), I’électrolyte ayant des conductivités différentes v, et y_ pour
ces deux courants :

Y=Y+ T T

dont le rapport est égal a celui des mobilités correspondantes :

I S | SN VA
Y- A_ u_

3° Conductivités équivalentes limites.

Faisons tendre la concentration G, vers zéro : la fraction ionisée «
tend vers 1 d’aprés la loi de dilution d’Ostwald; ~ tendant vers zéro
(Peau rigoureusement pure ayant une conductivité trés faible) avec G,

la conductivité équivalente A = - tend vers une limite finie A, qui,

toujours dans I’hypothése ot les mobilités sont indépendantes de la
concentration, est donnée par la relation (3); nous avons

Ay = F(u, +u_) = Ay + A;.

A, est la conductivité équivalente limite de I’électrolyte, Aj et A; sont
les concentrations équivalentes limites du cation et de ’anion. Ces gran-
deurs sont respectivement proportionnelles, avec le méme facteur de
proportionnalité F = g6 500, la premiére a la somme des mobilités des
ions, les deux autres a la mobilité de I'ion correspondant.
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En fonction des grandeurs limites la relation (3) relative 4 une solu-
tion de concentration G, s’écrit

A =oalAy=a(A; + A;) = oF(u, + u).

La conductivité équivalente limite et la mobilité d’un ion déterminé
ne dépendent que de la température (elles croissent rapidement avec
clles). L’expérience doit permettre de dresser un tableau des conducti-
vités équivalentes limites (ou de leurs mobilités) 4 une température
donnée. Donnons quelques valeurs numériques a 25 °G :

L’ion HT est celui qui a la plus grande mobilité; dans le systéme S.1.,
%, = §4.167 % Ay = 0,032 8.
Pour E = 100 V.m™1, la vitesse de I'ion H* est
U, — %28.16 " m.s™* = 52,8 n.§%,
La mobilité de I'ion CI- est environ cinq fois plus faible :
4 = 7.1078; A_ = 0,006 8.
La conductivité équivalente limite d’une solution chlorhydrique est donc
Ay = 0,039 b= 0,04;
pour une solution centinormale, C, = 10 équivalents.m=2; par suite,
la solution pouvant étre considérée comme complétementionisée (@ = 1),

+ = 0,4 Q7.1 e = 2,5 L.m.

4° Mesure des mobilités. Electrolytes faibles et électrolytes forts.

Le résultat le plus remarquable auquel conduit la théorie simple
précédente (théorie d’Arrhénius) est que la conductivité d’un ion est indé-
pendante de [électrolyte qui le fournit, autrement dit indépendante de la nature
de ion qui lui est associé.

Les vérifications expérimentales sont basées sur des mesures de
mobilités. Une méthode consiste & mesurer des conductivités équivalentes
et & passer a la limite pour la concentration nulle; elle comporte donc
une extrapolation qui, nous le verrons, n’est pas toujours possible. Il
existe des méthodes plus directes dont nous nous bornons a donner le
principe :

a) Méthode de la surface de séparation mobile.

Dot .
Par exemple, pour mesurer uz+ = —E—ct par suite Ay* = Fu,+, on
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détermine directement la vitesse des ions H+* soumis a un champ élec-

trique connu E, dans un siphon

M (fig. 185) qui relie deux réci-

pients contenant wune solu-

tion sulfurique. Ce siphon

contient une solution de chlo-

: rure de sodium a laquelle on

S0, Sol.H,S0, a ajouté une goutte de soude et

Fie. 185. un peu de phtaléine. Les ions

H+ se déplagant dans le sens

du courant, neutralisant les ions OH~ de la soude, ce qui décolore la

phtaléine. Il suffit donc de mesurer la vitesse du déplacement de la fron-
tiere de décoloration.

La méthode s’applique aux ions colorés comme MnO,~ (violet),
Cu?*+ (bleu), mais aussi aux ions incolores en suivant la progression,
a l'aide d’un réfractomeétre, de la frontiére de variation d’indice de
réfraction.

—— ][+

(7

m (hR!

]

Sal.

b) Mdéthode qui utilise le phénoméne de Hitlorf.

Prenons I’exemple simple de I’électrolyse d’une solution chlorhy-
drique, les compartiments cathodique et anodique étant restreints par des
parois poreuses de fagon a éviter la diffusion (fig. 186); la concentration

3%12 q_GE; all,
H" H il —p> il
o ior Cl oty
H H'| ENENT N
cr ol Clef— _ior]
H i N RN ) It
o cr Cl1<— | CI
i H| B |
o cr cl<k= 1  lor
i o N IR
7y ar| Cle= | jcr]
i H N - |lu
cr cr C1<— or]
Anode Cathode Anode Cathode
Fic. 186.

dans la région médiane ne varie pas. On a sensiblement uy+ = 5uq--
ct par suite v,+ = Fvg-; ’appauvrissement en acide chlorhydrique est
donc cinq fois plus rapide dans le compartiment cathodique que dans
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le compartiment anodique. Les mobilités se déduisent de mesures de
variations de concentrations dans les deux compartiments (phénomeéne
de Hittorf).

Les résultats fournis par ces méthodes et par des mesures de conductivité
permettent de fixer les limites de validité de la théorie d’Arrhénius et
ont conduit a rechercher des théories qui soient en meilleur accord avec
Pexpérience (théorie de Debye et Hiickel). Il importe de distinguer
deux cas, celui des électrolytes forts et celui des électrolytes faibles.

a) Electrolytes forts.

Pour les électrolytes forts les mobilités des ions ne peuvent plus étre
considérées comme constantes, elles augmentent lorsque la concentration
diminue. On peut donner de ce phénoméne I’explication suivante. On
suppose que l'ionisation est toujours totale (x = 1) et qu’il faut tenir
compte, dans la limitation de la vitesse d’un ion, non seulement de
P’action retardatrice des molécules du solvant, mais aussi de celle des
ions de signe contraire qui tendent, par attraction électrique, a s’agglo-
mérer autour de lui. Cette géne supplémentaire causée par les ions de
signes contraires tend a disparaitre quand la concentration tend vers zéro
et la mobilité de I'ion doit tendre en décroissant vers une limite qui est la
valeur prévue par la théorie d’Arrhénius; il en découle que les conducti-
vités équivalentes A, A_ et A qui en est la somme doivent tendre, en
décroissant, vers les valeurs limites Ay, A; et A,.

La théorie de Debye et Hiickel conduit a ’expression

(1) A = Ay—a\/C,.

pour les concentrations pas trop fortes. Cette formule, bien vérifiée par
Iexpérience, permet de mesurer les
conductivités équivalentes limites
des électrolytes forts par des mesures
de conductivités. En effet, si 'on

| porte v/ C, en abscisse et A en ordon-
“'\\KCI\ née, on obtient une droite de pente
P NaCl négative peu inclinée sur I’axe des
——  abscisses; lordonnée & [Dorigine,

obtenue par extrapolation, est A,
(fig. 187). La connaissance de con-
ductivités équivalentes limites d’ions,
obtenues par des mesures directes
NH, OH de mobilités, permet d’obtenir les
0 ve.  valeurs des A; et Aj pour l.es ions
Fis. 187, forts par application de la loi d’ad-
ditivité de Kohlrausch, par exemple,

Ag(Cl) = A(HGI) — A(HH);  Ag(Nat) = Ay(NaCl) — A,(CI).

CH,COOH
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b) Electrolytes faibles.

Considérons un électrolyte faible uni-univalent comme [P’acide
acétique; nous avons I’équilibre ionique en solution

CH; — COOH — CH,; — COO~ + Ht,
La loi de dilution d’Ostwald
Cyo?

I —o

= K,

qui résulte de I'application de la loi d’action de masse, prend la forme

C,A2
AT g,
Ag I AAO

en tenant compte de la relation A = «A, donnée par la théorie d’Arrhé-
nius.

Les mesures de conductivité montrent que cette formule est bien
vérifiée pour les électrolytes faibles si les concentrations ne sont pas trop
fortes. La théorie d’Arrhénius est donc vérifiée. On le comprend puisque
Pélectrolyte est faiblement ionisé; les ions étant peu nombreux, il
est possible de négliger leur géne mutuelle, et ceci reste vrai lorsque la
concentration tend vers zéro bien que la fraction ionisée tende vers I.

La formule (1) n’est plus valable puisque celle-ci supposait « = 1
quelle que soit la concentration. Elle reste cependant applicable sous
la forme (formule d’Onsager)

A = a(Ay — a\/aCy),

mais, « variant avec Cg, la courbe A = f(\/C,) n’est plus une droite
(fig. 187) et l'extrapolation a la concentration nulle pour déterminer
A, n’est plus possible.

Les conductivités équivalentes limites des électrolytes faibles se
déduisent toutefois des résultats de mesures effectuées avec les électro-
lytes forts par application de la loi d’additivité de Kohlrausch, par
exemple

Ao(CH,COOH) = A,(HCI) + A,(CH;COONa) — A,(NaCl),
Ag(CH,COO-) = Ay (CH,COONa) — Ag(Na+).




CHAPITRE XXII

ACTION D'UN CHAMP ELECTRIQUE
ET DDUN CHAMP MAGNETIQUE
SUR DES PARTICULES ELECTRISEES

22-1. Les particules electrisees.

Les deux particules électrisées les plus simples sont :

L’électron, corpuscule portant la charge élémentaire; sa masse au
repos est
— —31 |
my = 9,10.10731 kg,

Le proton, corpuscule positif, porteur d’une charge élémentaire. C’est
un atome de protium ou hydrogéne léger JH, dépourvu de son unique
électron; sa masse est environ 1 835 fois celle de I’électron. On le repré-
sente par H* ou plus simplement par H+.

Le proton est le plus simple des ions positifs; comparé a 1’électron
c’est un corpuscule lourd. Les ions positifs en général sont encore plus
lourds, ils proviennent d’atomes ou de molécules ayant perdu un ou
plusieurs électrons; leur charge, positive, est mesurée en charges élé-
mentaires par le nombre d’électrons manquants, leur masse est sensi-
blement celle de I’atome, ou de la molécule, correspondant. Avec le
proton les ions positifs les plus importants sont :

Le deutéron ou deuton, formé par le noyau de deutérium ou hydrogéne
lourd }H ou ID. Il est constitué par un proton et un necutron; il porte
une charge élémentaire positive et sa masse est environ deux fois celle
du proton. On le représente par {H* ou plus simplement par D+,

L’hélion (constituant du rayonnement « des corps radioactifs) est le
noyau d’hélium :;He. Il est formé de deux protons et de deux neutrons;
il porte deux charges élémentaires positives et sa masse est environ quatre
fois celle du proton. On le représente par ;He?t ou plus simplement
par He*t,
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Nous avons employé les termes « léger » et « lourd » comme quali-
ficatifs de la masse et non pas du poids. Dans tout ce qui suit, le poids
d’une particule électrisée est toujours négligeable par rapport aux forces
électriques ou électromagnétiques agissant sur clle. Par exemple, un
deuton, placé dans un champ électrique de 1 kV.m™, est soumis & la
force

F=¢ =16.10 8. 10%= 1,6.10718 N,

alors que son poids est
P =2 X 1835 myg=9,1.107% X g 670 X 9,8 ~ 3,27.107% N,

il

par suite — = 5.10°%

22-2. Energie cinétique d’une particule electrisée sou-
mise 4 une différence de potentiel accélératrice.
Variation relativiste de la masse.

1° Mécanique newtonienne.

Soit une particule de masse au repos m,, portant la charge ¢, en
mouvement dans un champ électrique

E=—grad V.

Nous admettons tout d’abord, comme on le fait en mécanique newlo-
nzenne, que la masse est indépendante de la vitesse.
La particule est soumise a la force

F = qfl)z — ¢q gradV.
> ds
Si v = —Jest sa vitesse a l'instant £, I’application du théoréme des

forces vives entre les instants ¢ et ¢ 4 d¢ donne

dW = d(%mzﬁ) =F.ds =—g¢q gradV.E.

Comme le champ électrique dérive du potentiel V, la variation de
I’énergie cinétique de la particule entre les instants £, et ¢ est

A = ;_mo(vz—vﬁ) — —g¢ [ gradV.ds = — q(V —Vy),

1]

ou encore, si U = — (V— V) est la diminution du potentiel (chute
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de potentiel) correspondant aux deux positions de la particule aux ins-
tants ¢, et ¢,

AW = %mo(vz—~ 73) = ¢gU.

Dans le cas particulier ol la vitesse initiale (& Iinstant #, = o) est
nulle, ’énergic cinétique de la particule a Pinstant ¢ est

(I) W = ;_movg = QU.

Cette formule est valable en grandeur et en signe; si ¢ est positif, la
particule se déplace dans le sens du champ, c’est-a-dire dans le sens des
potentiels décroissants et U est positif (il y a chute de potentiel dans le
sens du mouvement) et inversement, si ¢ est négatif (cas de I’électron),
la particule « remonte les potentiels », U est négatif.

20 Mécanique relativiste.

Certains corpuscules électrisés, les plus légers et en particulier les
électrons, acquierent des vitesses assez voisines de la vitesse de la lumiére
sous I’action de tensions accélératrices suffisamment élevées. L’expérience
montre que les vitesses calculées sont alors supéricures aux vitesses
mesurées et que la mécanique newtonienne ne constitue qu’une appro-
ximation, approximation d’autant plus grossi¢re que la vitesse est plus
élevée.

La mécanique relativiste fournit la solution correcte de ce probléme
en attribuant a la masse une valeur croissante avec la vitesse suivant la
relation

my
m=——0'"_,

9
)2

I ——
\/ ¢2

dans laquelle ¢ cst la célérité de la lumiére dans le vide.

D’aprés cette méme théorie, 1'énergie de masse de la particule,
minimale au repos et égale a myc?, est me? lorsque sa vitesse est ». L’accrois-
sement de cette énergie de masse

W = (m - m0)€23

égale & I'énergie ¢U regue par la particule, est son énergic cinétique
correspondant a la vitesse v; son expression est donc

-1
2

(2) W = (m— my)c? = myc? [(1 ——E}i> — 1] = ¢U,

c2
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I by L » ’
ou encore, en posant o = = (—est homogéne a une différence de
potentiel), Vige= '\ &

7e _ VoU(U + 2)
(3) ¢ «U 4+ 1 ,

vr ¢tant la vitesse donnée par la mécanique relativiste.
La mécanique newtonienne donne, d’aprés la relation (1),

(1)’ I —/24U.
¢

Les deux relations (3) et (1)’ sont équivalentes pour les faibles valeurs
de U; par contre I’écart entre vy et vy s’accroit avec U. Lorsque U tend
vers linfini, vy tend vers linfini alors que z, tend vers ¢ :

La mécanique relativiste fixe donc une limite a la vitesse d’une
particule, et cette limite est la vitesse de la lumiére dans le vide.

Cas des électrons.

e 1,6.10719
a = = 2 = I,05. 10 % =>~g,107% V4,

mge® Q,1,.107% X g, 1018

La meécanique newtonienne donne, d’aprés (1)’,

v
NN — 2.10734/U,

¢

et, si vy est exprimée en kiloméires par seconde,

vy = 600y/U.

La mécanique relativiste donne, d’aprés (3),

Ux __ V2.107%U(2.107%U + 2)
¢ 2.107%U 4 1

Remarquons, d’aprés la relation (2), que I’énergic cinétique W
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de la particule est égale a son énergie de masse au repos W, = myc?2, et
par suite que son énergic de masse est égale 4 me? = 2my?, si 'on a
m ; 3
— = 2, ce qui correspond a
my 3

v

RO \@ — 0:]866,

¢ 2

soit a une vitesse d’environ 260 ooo km.s™1 et & une tension accéléra-
trice de 'ordre de 500 000 volts.

Les résultats donnés par le tableau ci-dessous et les courbes de la
figure 188 ont été établis pour I’électron en prenant pour vitesse de la

10° v km.s™'
600~
2.
500 N
400 -
200
'/
200 Yk
100 |
0 10 100 1000 UkV
: -
2 37 & 5 57 6 67 logU (volts)

Fic. 188.

lumié¢re dans le vide ¢ = 300 000 km.s™1, les tensions sont données en
kilovolts, les vitesses en kilométres par seconde :

U iessgwms 5 10 100 500 I 000 5 000
2 4.2 000 60 0ooo | 190 000 | 425000 | 600 000 | 1,35.108
Ty 2 e 5 s s 42 000 58 6oo 165 500 | 260 ooo | 283 ooo | 299 700
EL\LT—__U& 0,00 0,024 0,15 0,63 2,1 3,5

R
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Ces résultats nous montrent que ’approximation newtonienne est
acceptable pour des tensions accélératrices inférieures 4 10 ocoo volts;
trés grossiére ensuite jusque vers 100 ooo volts, elle devient inaccep-
table au-dessus. On congoit la nécessité d’utiliser la mécanique relati-
viste pour les calculs relatifs aux accélérateurs d’électrons.

Cas des ions positifs.

Placons-nous dans le cas de l'ion positif le plus léger, le proton.
Comme sa masse est 1 835 fois celle de I’électron, nous utilisons (1)’

et (3) en remplacant o par «’ = —— puisque la charge a la méme valeur
absolue e. Nous avons 1835

a = 5,05 1077 1,06. 1079V,
1 835
\/2 U +1 o'U -+ 1

VaU +2 Vos5eU + 1

Effectuons tout d’abord le calcul pour U = 5. 10° volts, nous avons
«'U = 5,3.1078, petit par rapport a l'unité; par suite

U ~ 1 + 0,752'U = 1,004.

113

vy ne différe donc de v; que de 4.1072 en valeur relative; cet écart
peut sembler négligeable. Toutefois, dans les accélérateurs d’ions posi-
tifs comme le cyclotron (Ex. 43, 6°), les particules subissent une série
d’impulsions a intervalles de temps réguliers, il y a lieu de tenir compte
de vz pour maintenir le synchronisme (synchrocyclotron).

Les Etats n’autorisent pas la divulgation de tous les résultats obtenus
dans le domaine de I’énergie atomique; il parait cependant certain que
'on a réalisé des accélérateurs de particules fournissant des tensions
d’accélération dont les effets cumulatifs atteignent plusieurs centaines de
millions de volts (400 MV pour le synchrocyclotron de Berkeley aux
Etats-Unis). Pour des hélions dont la masse est 4 fois celle du proton et
dont la charge est 2¢, nous avons

!

=% —o0,53.10°V
= 0:53-10

n

et, pour
U = 400 MV = 4.108V,
«"U = 0,213; In I,155.
(41

L’approximation de la mécanique newlonienne n’est plus acceptable.
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De la définition de I’électron-volt découle qu'un hélion par exemple,
porteur de deux charges positives, acquiert une énergie de 2 keV sous
P’action d’une tension d’un kilovolt.

L’énergie des corpuscules rapides ou trés rapides s’exprime en méga-
¢lectron-volts (1 MeV = 10° eV) et méme en gigaélectron-volts (1 BeV
ou 1 GeV = 10° eV, B signifiant billion).

En mécanique relativiste interviennent des expressions comme #mc?
qui sont homogénes & une énergie. Il est intéressant dans certains calculs
de les exprimer en électron-volts. On a, W étant exprimé en électron-
volts,

W = T 5,63.10%% m.
e

Pour I’électron au repos
W, = 5,63.10% my; = 0,51.10% eV = 0,51 MeV,

cette énergie est augmentée de U électron-volts si I’électron est soumis
a une tension de U volts.
Pour le proton au repos

W, = 1 835 Wy = 9,36.10% ¢V = 0,94 GeV,

aprés avoir été soumis a une tension de 100 MV son énergie cinétique
est de 100 MeV = 0,1 GeV et son énergie totale (énergie de masse),
1,04 GeV.

22-3 Action d’un champ électrique sur une particule
électrisée.

Considérons au point O une particule électrisée animée a l'instant
initial d’une vitesse v, paralléle a la direction Ox d’un champ électrique
uniforme E. Elle est soumise a chaque instant a la force constante

F = ¢E.
Plagons-nous dans I’hypothése ol la mécanique newtonienne cons-

titue une approximation suffisante; la masse m étant constante,
nous avons

bl

F = gfz % (m?) = m.
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Le mouvement de la particule est rectiligne et uniformément
varié, et l'on a

1= U=UO—|—'~(£=UO—}—EL
m

Le potentiel au point O étant pris pour zéro des potentiels et U étant
le potentiel au point M atteint a I'instant ¢ par la particule de vitesse v,
le théoréme des forces vives nous donne

(1) qU = —m(v® —1}),

et, si la vitesse initiale est faible par rapport a la vitesse acquise,

(2) gU = 1 mo2,
2

On n’utilise pas en général un champ électrique uniforme mais un
champ dont les surfaces équipotentielles présentent la symétrie de révo-
lution par rapport a un axe. » étant alors la vitesse d’un corpuscule le
long de cet axe, les relations (1) et (2) restent valables.

Ainsi, dans de nombreuses applications (oscilloscope et microscope
électroniques, émetteurs et récepteurs de télévision), on utilise I’émission
thermoélectronique, le flot d’électrons émis dans le vide étant diaphrag-
mé, accéléré et focalisé par « un canon a électrons ».

La cathode émettrice C (fig. 189) est une petite surface métallique

plane, recouverte d’une couche
A d’oxydes de baryum et de

) U —— strontium; elle est portée a
S e O i H 7 77 i :
fw— | iz une température de ordre de

1000 °C par un filament de
nickel parcouru par un courant
¢lectrique (chauffage catho-
‘0 U U dique indirect). On peut la
considérer comme un élément
de surface équipotentielle au
potentiel zéro.

Les électrons émis par G sont en partie transmis par le wehnelt W formé
d’une mince plaque portée a un potentiel réglable U, légérement négatif
par rapport a la cathode. En modifiant U, on régle la densité
¢lectronique du faisceau, le wehnelt fonctionnant comme un « robinet
a électrons ». Les électrons issus du wehnelt ont de faibles vitesses;
unc anode cylindrique A munie de diaphragmes, portée a un poten-
tiel positif élevé U (par exemple 1 500 volts), les accélére, diaphragme
et focalise leur faisceau de sorte qu’on obtient a4 sa sortic un pinceau

I'ie. 189.
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délié d’électrons animés suivant ’axe de la méme vitesse donnée par la

. I . - . V
relation ¢U = —mp% Ce pinceau « monocinétique » est focalisé sur
2

un écran luminescent ou il produit un spot ponctuel dans la direction de
I’axe. L’anode, organe accélérateur d’électrons, joue donc en méme
temps le role de « lentille électrique ».

20 Champ électrique uniforme transversal.

a) Trajectorre.

Nous nous plagons toujours dans les conditions (v assez petit par
rapport a ¢) ol la mécanique newtonienne constitue une approxima-
tion suffisante.

Le mouvement d’une particule électrisée soumise & un champ élec-
trique uniforme paralléle a la vitesse initiale est semblable a celui d’un
corps pesant lancé verticalement. D’une fagon plus générale, lorsque

> > _ -
les vecteurs E et v, ne sont pas colinéaires, le mouvement est analogue
a celui d’un projectile lancé dans le vide dans une direction quelconque,

le champ électrique E jouant le réle du champ de gravitation défini
.. » -

par le vecteur intensité de la pesanteur g. Plagons-nous dans le cas le

plus important au point de vue pratique, celui olt E est perpendiculaire

.
{champ transversal) a v,.
Le champ électrique est celui d’un condensateur plan (fig. 190),

& M

nous le supposons uniforme entre les armatures ct nul dans tout I'espace
extérieur. A linstant initial la particule (charge ¢, masse m) pénétre
en O a lintérieur du condensateur, sa vitesse v, est dirigée suivant Ox.
Tant que sa prOJectlon sur Ox ne depasse pas I’abscisse /, elle est soumise

4 la force constante I = gE verticale. Prenons pour plan xOz le plan
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- . . > > = ;
vertical qui contient 7, et E. La composante suivant ’axe Oy de I"accé-
lération

—
D

E

e
< — 4
m

3 |

est constamment nulle, la composante de v, suivant ce méme axe
est nulle également. Il en résulte que la trajectoire est plane, dans le
plan xOz.
Les équations du mouvement sont
y=d2x=o @=v = 0,
z dr2 > dt 0> 02

d?z q dz q 1
L R dd m LT

9 Ege,
m

L’équation de la trajectoire, obtenue en éliminant ¢ entre les expres-
sions de x et de z,
qE

omuys

%%,

est celle d’une parabole d’axe Oz, de tangente au sommet Ox.

b) Déviation électrique.

Soit P le point ol la particule sort du condensateur. A partir de ce
point, la force F cessant d’agir, la trajectoire est la tangente a la para-
bole; d’aprés une propriété de la sous-tangente, son prolongement

rencontre I’axe Ox au point w d’abscisse l, milieu de Op. L’ordonnée
de P est %

E/2
P =91,
? 2mug

Nous avons, a étant la déviation, angle de la trajectoire rectiligne
PM avec la direction initiale Oux,

P g
tga == Bl
5 Op mu}
Imaginons qu’en O se succédent des particules identiques de méme

vitesse initiale z,; elles viennent frapper au méme point M un écran
luminescent placé normalement & Ox dans une position définie par

wO’ = D. Nous avons, Z = O’M étant la déviation sur [’écran,
z q
t —_ = = El )
s D muvg
d’ol
Z = E/D -1
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Supposons que les particules arrivant en O soient des ions positifs
de natures différentes, de deux types par exemple, caractérisés par m, ¢
et m', ¢ ayant subi Paction de la méme tension accélératrice U; nous avons

I I
qU = o—mvﬁ et gU = — m've?;

par suite
A

g —_ 9 L

mvy m'vy 2U

L’équation de la trajectoire, les expressions de tg « et de Z s’écrivent :

E . ,_FE ,_ED

= 20’ 20

elles sont indépendantes de la nature des ions positifs; ainsi :

Des particules différentes, mais de mé&me signe, ayant subi la
méme tension accélératrice, ont la méme trajectoire dans le chiamp
électrique.

Les particules viennent donc frapper I’écran luminescent au méme
point M aprés avoir suivi le méme parcours; ce parcours commun est
modifié par variation de la tension accélératrice U et par variation de la
différence de potentiel entre les armatures du condensateur.

22-4. Action d’une induction magnétique sur une par-
ticule électrisée en mouvement.

1° Induetion magnétique quelconque.

Considérons 4 I'instant ¢ une particule électrisée animée de la vitesse

v au point M ou la seule action qu’elle subit est celle d’une induction
. A . ’ . > - .

magnétique B. Par suite de I’équivalence gv =1 d/, la loi de Laplace

. = . . . ’
détermine la force électromagnétique I qui lui est appliquée et nous
avons, par application du principe fondamental de la dynamique,

F = g-;/\\B;1 :% (mv) = My,

o 3 . a .
v étant le vecteur accélération a Iinstant £



376 ELECTRICITE CORPUSCULAIRE

Le triedre (Z, B, F)) est direct (fig. 191) si la particule est positive
(¢ > o), inverse si elle est négative (cas de
E Pélectron). Le module de la force est, 6

étant I'angle de B et de 2,

I = |¢Bv sin ¢|.

et

Si la particule est au repos (v = 0), la
force F est nulle quelle que soit ’induction,
et celle-ci ne peut pas la mettre en mouve-
ment.

- >3 Si la particule est en mouvement, la
q=>0 Jorce est constamment normale a la vitesse. 11
en découle que :

Fic. 191,
a) La composante tangentielle de I et
par suite celle, vy, = —Z;—, de v sont constamment nulles. La vitesse v

est donc constante :

Le mouvement de la particule est uniforme.

r

b) Le travail de la force éleciromagnétique est nul et Iénergie cinétique de la
particule est constante.

¢) Le vecteur accélération est confondu avec sa composante normale
(composante suivant la normale principale); son module est donc

2
T= Txn = !
P

¢ étant le rayon de courbure de la trajectoire.
11 existe donc entre les modules la relation

2
guB sin §| = m 2~ ;
P

v étant constant nous avons finalement

psin § = Cte.

Tous les résultats précédents sont rigoureux, c’est-a-dire valables
en mécanique relativiste, a condition que la particule ne soit pas sou-
mise en méme temps a un champ électrique ou a des chocs susceptibles
de faire varier sa vitesse. m est la masse de la particule animée de la
vitesse v; l’approximation newtonienne consiste & prendre pour m la
masse au Iepos.
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En résumé:

L’action d’une induction magnétique sur une particule électrisée
en mouvement ne détermine que sa trajectoire; la vitesse et I’énergie
de la particule conservent des valeurs constantes, celles qu’elles
avaient lorsque la particule a commencé a subir I’action de I’induction
magnétique.

20 Induction constante. Mouvement hélicoidal uniforme.

Consid

érons une particule électrisée (supposée positive sur la

2= » - -
figure 192) arrivant avec la vitesse v au point O dans une induction ma-

h

|
|
|
|
l
|
|
|
|
|
l Planac0z

Plan a0y
|

v=sinb

Y,
Fic.

Ej

192.

v=vsinb

b

_2n__wsinf
“ETETR

gnétique B, uniforme et cons-
tante, dirigée suivant Oz. Rap-
portons son mouvement au
triedre trirectangle Oxyz, le
plan x¥Oz contenant la vitesse
initiale. Utilisons les résultats
précédemment établis :

Le mouvement de Ila
particule sur sa trajectoire
est uniforme, le module, cons-
tant, de la vitesse est donc v.

L’accélération ? étant,
comme la force, normale a ﬁ,
sa composante suivant Oz est
nulle; /Jle mouvement projeté
sur Oz est donc uniforme, de
vitesse v, = v cos §. Par suite

6 est constant puisque v l’est
aussi :

. > .
La vitesse v fait donc un
angle 0 constant avec [induc-
tion.

La vitesse ' = vsin 0 du
mouvement projeté sur xOp
est donc constante, comme
on pouvait s’y attendre puis-
que ce mouvement serait

celui d’une particule arrivant en O avec la vitesse »' dirigée suivant

M -
Ox. L’accélération, normale & B, se projette en vraie grandeur sur
xOy, son module

v =92 Bysino =L Bv,
m

m
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est constant et comme sa projection est normale & o', le mouvement projeté
sur xQy est circulaire et uniforme.

Nous sommes donc conduits aux conclusions suivantes :

Lorsqu’une particule électrisée pénétre dans une induction uni-
forme constante :

a) Son mouvement est rectiligne et uniforme si sa vitesse initiale
est paralléle & I’'induction.

b) Son mouvement est circulaire et uniforme si sa vitesse initiale
est perpendiculaire & I’induction.

c) Dans le cas général oii la direction de la vitesse initiale est quel-
conque, le mouvement est hélicoidal uniforme.

Nous savions déja que le mouvement est uniforme quelle que soit
Iinduction, le fait que celle-ci est uniforme et constante détermine la
forme de la trajectoire, I’hélice, la condition générale p sin 6 — Cte don-
nant § = Cte, p = Cte.

Déterminons dans le cas général les caractéristiques de la trajectoire
et du mouvement. L’hélice se trouve sur un cylindre de révolution
tangent au plan xOy défini par la vitesse initiale et I'induction; le rayon
R de ce cylindre est donné par

v'2

R

T:iBy’: )
m

; .
R My __ mvsin(
gB ¢B
La durée T d’un tour de la particule projetée sur xOy est aussi le

temps qui sépare deux passages consécutifs de la particule sur une méme
génératrice du cylindre; on a

T ne dépend pas de la vitesse de la particule; cette propriété est utilisée
dans le cyclotron (Ex. 43).
Le pas % de I’hélice est

=M UCOS
h=1T = ZHROEGH

qgB

Remarquons que si 6 est assez petit pour que cos 0 soit peu différent de 1,
k ne dépend pas de §. Les particules d’un pinceau monocinétique dont
la direction moyenne est voisine de celle de I'induction se déplacent
bien sur différents cylindres tous tangents entre eux le long de Oz,
mais il se retrouvent sur Oz en M, M’ ... distants de £.
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30 Déviation magnétique.

Soit une particule électrisée (supposée négative sur la figure 193)
arrivant en O animée de la vitesse v dirigée suivant OO’; elle pénétre

Z Z A
T |
l’
——L———j Vide
0 Y W p 0
— | ’ @
P
1942 Xr
R
R M
B
g<o0
7 C
TF1c. 193.

. . ,.. = .
en ce point dans une induction magnétique B uniforme et constante

. . N > N N . .
perpendiculaire 4 v, donc parallele & Oz. Cette induction s’exerce sur
une longueur /'.

La trajectoire est dans le plan O’Qy, c’est un arc de cercle de rayon

R = "™ dont le centre C est sur Op. A partir de P/, ou la particule

sort du champ, la trajectoire est la tangente P’M’ au cercle, tangente dont
!

<o !
le prolongement coupe Ox en v, d’abscisse —.
(24

La déviation angulaire est B = O'wM’ = OCP'. Si Ton suppose [’
petit par rapport & R nous avons
OF OF I w4
~ == ~ =L —= =B 1.
P R R R mo

Sur un écran luminescent normal & Ox ct placé a la distance wO’ = D,
la déviation magnétique est donnée par

Y q
~tgp == =BIY4,
B te] B D muv
par suite
Y = BI'D L.
muv

Si nous comparons Y a la déviation électrique Z (22-3) dans les
conditions semblables, nous voyons que Y est orthogonal & B alors que
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Z est parallele a E. D’autre part, alors que Z est inversement proportionnel
au carré de la vitesse, Y est inversement proportionnel & la vitesse; par contre,

les deux déviations sont proportionnelles a la charge massiqueide la
particule. g

22-5. Mesures des grandeurs caracteristiques de cor-
puscules électrisés.

Les mesures des déviations électrique et magnétique déterminent les
grandeurs caractéristiques d’un type particulier de particules. Dans
ce qui suit nous supposons pour simplifier, que le champ électrique et le
champ magnétique s’exercent sur la méme longueur (! = ') et que I’écran
luminescent (ou la plaque photographique) se trouve placé a la distance
D du point » milieu de la distance /.

.
19 Mesure de la charge massique — de I’électron.
Mg
On fait agir simultanément un champ électrique et une induction
magnétique paralleles (fig. 194) sur un étroit pinceau monocinétique

7
Ae— AU S —{M
| o | /

b ~ | 7
| | /
] /
= /|
0 7 x i
- .;0 (03] : 0
|
= i v
Ie |
- M
Y, B
Fic. 194.

d’électrons. Le point d’impact sur I’écran subit les déviations électrique Z
et magnétique Y, rectangulaires. On a

Z—-Bih-1.5 y_BD_Il,
o5 My vy My

par suite
Y e 1 E Y2

1

Z mozﬁ)ﬁj'

E
vozﬁ

e :
Les valeurs obtenues pour — sont concordantes quel que soit le
m

mode d’¢émission électronique employé (effets thermoélectronique et
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photoélectrique, rayonnement cathodique) tant que la vitesse ne dépasse

pas des valeurs de I’ordre de 100 000 km.s™? (au-dessusidiminue du
ity

fait de ’augmentation sensible de la masse). La connaissance de la charge

élémentaire, obtenue par différentes méthodes (21-4), permet d’en déduire

la masse m, de I’électron.

20 Charge massique d’un ion positif. Méthode des paraboles (J. J.
Thomson).

Donnons tout d’abord le principe de I'obtention de rayons positifs.
Dans un tube de Crookes1’émission d’electrons par la cathode (rayonne-
ment cathodique) provoque l'ionisation de moléculesdu gaz sous pres-
sion réduite qui remplit le tube. Les ions positifs ainsi produits se dirigent
vers la cathode, leur vitesse croissant, leurs rencontres avec des molécules
entrainent de nouvelles ionisations; cette « ionisation par chocs » se fait
surtout au voisinage de la cathode ot la chute de potentiel est élevée.

Sila cathode G est percée (fig. 195), les ions positifs, animés de vitesses

Anode Cathode perforée

Electrons L

Fic. 194.

relativement grandes, traversent I'ouverture pour se propager au-dela
et I’on peut les recevoir sur un écran luminescent ou sur une plaque
photographique. Avec un diaphragme convenable on obtient un pinceau
de rayons positifs susceptible d’étre dévié par un champ électrique et
par une induction magnétique.

Les ions positifs portent en général une ou deux charges élémentaires.
Leurs masses sont beaucoup plus grandes que celle de I’électron, de
sorte que leur vitesse ne dépasse guére quelques milliers de kilométres
par scconde. On leur communique des vitesses plus élevées en leur
faisant subir les impulsions rythmées d’un champ électrique dans des
accélérateurs comme le cyclotron.

La mesure dei<égal 2% ou a —%i) est plus difficile que dans le

m m m
cas des électrons parce que les ions qui constituent le pinceau positif

n’ont pas tous la méme vitesse. La relation qui donne L établie précé-
m

demment nous montre que les particules d’un méme type (méme valeur
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de L mais vitesses différentes Journissent des points d’impact sur Iécran qui

m
se répartissent sur une parabole d’équation
[DB?
vz =94 Z = 2pZ
m E p 2
dont le paramétre,
__[DB? ¢
i E m

est proportionnel @ la charge massique de ces particules.
On obtient effectivement un arc de parabole par type de particule,
et la mesure du paramétre fournit-Z. La précision est de 'ordre du
m
centiéme.

3° Speectrographie de masse.

Reprenant la méthode des paraboles, supposons que les ions positifs
solent monoatomiques et né portent qu'une charge élémentaire, tels
H+, O+, He*, Hg*. Les ions H+ et O, par exemple, donnent deux para-
boles de paramétres p et p’ dont le rapport est égal a celui des masses
m et m’ des ions, lui-méme trés sensiblement égal a celui des masses
atomiques A et A/,

La méthode permet ainsi de mesurer des rapports de masses ato-
miques, donc les masses atomiques des éléments. En fait la plupart des
¢léments naturels sont des mélanges d’isotopes dont les atomes ont des masses
différentes. Une parabole étant fournie par chaque isotope, on en obtient
deux pour ’hydrogéne, qui donne les ions *H+ (proton) et 2D+ (deuton),
et trois pour I'oxygéne, qui fournit les ions 1O+, 170+ et 8O+, Ainsi la
méthode des paraboles mesure des rapports des masses isotopigues; ce fait a
conduit les physiciens a adopter pour base d’une dehelle physique
12C = 12,000 0, alors que [’échelle chimique a choisi O = 16,000 0 pour
Ioxygéne naturel, mélange des trois isotopes (la teneur, 0,997 6, cn
180, étant fortement prépondérante).

Les deux échelles, chimique (A¢) et physique (Ap), sont donc un peu
différentes, les masses atomiques Ac et Ap sont lides par la relation

Ap = 1,000 27 Ac.

La méthode de J.J. Thomson, dont la précision est médiocre, a été
perfectionnée, grice aux progrés de I’« Optique électronique », pour
devenir la spectrographie de masse.
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Dans les spectrographes de masse modernes qui dérivent de lapparerl
d’Aston (fig. 196), le pinceau positif traverse une fente trés fine F per-
pendiculaire au plan de la figure; dans ce plan le point F « émet » dans

Fic. 1g96.

des directions voisines des ions positifs de vitesses variables autour d’une
valeur moyenne. Le probléme est en apparence semblable a celui posé
par la spectrographic des radiations lumineuses, il peut méme paraitre
plus facile puisque le pinceau incident est trés étroit. En fait, il faut tenir
compte qu’une double focalisation doit étre réalisée, le pinceau n’étant pas
monocinétique : jfocalisation des directions et focalisation des wvitesses.

Le résultat est obtenu en faisant agir successivement un champ élec-
trique et une induction magnétique rectangulaires en des régions conve-
nables du pinceau. I’ « image » de la fente I est alors une raie R trés
fine dont la position sur la plaque photographique dépend de la masse
des particules constituant le pinceau. Si celui-ci comporte différents ions on
obtient un spectrogramme formé de raies. L’étude de ce spectrogramme
permet la mesure de rapports de
masses isotopiques avec une précision
qui atteint 107° et méme 1078 Des
mesures d’opacité des raies déter-
minent méme les proportions d’un
mélange et, dans le cas d’un seul élé-

c, G ; ;
[LJ [_—] ment, les «abondances isotopiques ».

D1= —r—-0

Dans certains cas on ne se pré-
occupe que de séparer les isotopes d’un
élément ou de mesurer les abondances iso-

)t topiques. Une focalisation rigoureuse
n’est alors pas nécessaire; on utilise
le spectrographe de masse de Dempster
(fig. 197) qui résout le probléme

Fic. 197. en accélérant les ions initiale-
ment lents d’un étroit faisceau
cylindrique par une chute de potentiel électrique U entre deux

D — :,___“U
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diaphragmes D; et D,. A la sortic du champ électrique les ions
subissent ’action d’une induction magnétique uniforme B normale
au champ électrique; aprés avoir parcouru une trajectoire semi-
. . . € .

circulaire de rayon R, fonction de —, ils sont recus dans des collec-

m

teurs différents C,;, G,, ..., ces collecteurs pouvant étre des élec-
trométres fournissant des courants ioniques proportionnels aux abon-
dances isotopiques. On a, en négligeant les vitesses initiales par rapport
aux vitesses acquises dans le champ électrique,

eU=im02, R=@=M @;
eB B e

2

les rayons des lrajectoires sont inversement proportionnels a la racine carrée
de la charge massique, donc proportionnels a la racine carrée de la masse
isolopique.

22-6. Oscilloscope électronique. Récepteur de télévision.

193) est un
une émission

L’oscilloscope électronique ou oscillographe cathodique (fi

o
g.
tube a vide dans lequel un canon a électrons associé a

TFic. 198.

thermoélectronique donne un pinceau électronique treés délié focalisé
sur un écran luminescent; la trace du pinceau sur I’écran, le spot, est
une tache lumineuse trés petite dont on peut faire varier le diamétre
en agissant sur le canon a électrons.

Deux paires de plaques, dites plaques déflectrices, constituent les arma-
tures de deux condensateurs C; et G, auxquels on applique les tensions
u, pour la déviation horizontale, %, pour la déviation verticale.

L’oscilloscope sert a étudier des phénomeénes rapides. Pour I'usage
le plus fréquent on désire que le « balayage » horizontal soit périodique,
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de période T, 'aller s’effectuant a vitessc constante du spot, le retour
devant se faire en un temps trés court, ce qui est possible, I’inertie de
Pappareil étant extrémement faible. Ce résultat est obtenu a l'aide
d’une tension #; en dents de scie (fig. 199) fournie par une « base de
temps ». Si donc u, est constamment nul, le spot effectue de rapides
o allers et retours dans le sens
horizontal, la durée d’un aller
¢tant la période T,, celle d’un
retour, pratiquement nulle. Dans
ces conditions on observe sur
0 T . DPécran un trait lumineux hori-
Fie. 199. zontal par suite de la persistance

des impressions visuelles.

La tension u, qui commande le balayage vertical est proportion-
nelle a la grandeur g étudiée, elle peut d’ailleurs étre cette grandeur
méme, par exemple la tension entre les armatures d’un condensateur
se déchargeant dans une résistance. L’abscisse du spot est donc pro-
portionnelle au temps; en prenant & chaque balayage le début de
la période pour origine des temps, son ordonnée est proportionnelle
a u,, donc a la grandeur g. Deux cas peuvent se présenter :

a) Le phénoméne n’est pas périodique.

On regle alors la base de temps de facon que la période T, soit un
peu supérieure a la durée du phénoméne. Par suite de la persistance des
impressions visuelles, I'observateur voit la courbe u#, = f () dont la
vision est fugitive puisque sa durée est celle du phénomeéne; celui-ci ne
doit donc pas étre trop rapide, a moins qu’on ne puisse le reproduire
périodiquement, auquel cas ’on se trouve placé dans les conditions
suivantes.

b) Le phénoméne est périodique.

On régle la base de temps de sorte que la période T, soit égale a
celle du phénomeéne; le spot décrit alors toujours la méme courbe pen-
dant le méme temps T,, celle-ci est stable et 'on peut en principe la
maintenir aussi longtemps qu’on le désire. Il est méme possible, par
Pemploi d’un oscilloscope double, d’obtenir, pour les comparer, deux
courbes traduisant deux phénomeénes de méme période.

Il arrive que le phénomeéne soit la variation d’une grandeur pério-
dique g; en fonction d’une autre grandeur périodique g, de méme
période : on s’arrange dans ce cas pour que u; soit proportionnel a
g1, Us A go. Le spot décrit dans ces conditions la courbe stable de g, en
fonction de g,.

La gamme des phénomeénes que I’oscilloscope électronique permet
d’étudier est extrémement variée : tensions et courants périodiques
ou non, timbre des sons, vibrations élastiques (courbes de Lissajous),

DEVORE-ANNEQUIN. — Electricité IT. 13
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cycle d’hystérésis, ... La principale difficulté est le plus souvent de
traduire une grandeur par une tension et de le faire fidélement. II est
parfois plus commode de disposer d’un courant comme traduction du
phénomeéne; les deux paires de plaques déflectrices sont alors remplacées
par deux couples de bobines d’axes rectangulaires, les balayages sont
alors magnétiques. On peut également utiliser simultanément les deux
méthodes : déviation électrique par une paire de plaques pour le balayage
horizontal et déviation magnétique par une paire de bobines pour le
balayage vertical, les axes des bobines et des plaques étant paralléles.
Les oscilloscopes sont en général munis des deux dispositifs, ce qui rend
leur emploi trés souple.

Un appareil récepteur de télévision a pour organe essentiel un oscillo-
scope. Pendant la durée T, de ce qu’on peut appeler la projection d’une

image (pour la. RT.F,; Ly = -Ifs), le spot explore I’écran de la fagon
25

suivante :

a) La tension u, en dents de scie, commande un mouvement hori-
zontal a vitesse constante du bord gauche au bord droit de I’écran en

I o s o \

T, = ———s, suivi d’un retour quasi instantané a gauche. Le spot
20 475

a décrit une ligne et le phénomeéne se répéte sans cesse.

b) La tension u,, en dents de scie également, commande un mou-

v » I
vement uniforme de haut en bas de I’écran en T, = — s avec retour
quasi instantané en haut. 25
Ainsi, pendant la durée T, de la projection d’une image, le spot

décrit 3‘%5 = 819 lignes en couvrant tout I’écran.

25 images sont projetées par seconde. Le phénomeéne est donc assez
différent de la projection cinématographique ou des images complétes
sont projetées d’une fagon discontinue, cependant, la persistance des
impressions lumineuses jouant, ’effet produit est le méme.

Si la brillance du spot, proportionnelle a la densité électronique du
pinceau explorateur était constante, la brillance de I’écran serait uni-
forme. Une électrode de contréle, commandée par 'intensité des ondes
recues, modifie la richesse du pinceau en électrons et par suite la brillance
du spot au cours de son déplacement, ainsi se trouve restituée la succes-
sion des images transmises.

22-1. Accélérateurs de particules électrisees.

Pour réaliser une transmutation d’élément il faut que des corpuscules
positifs, protons, deutons ou hélions, puissent atteindre les noyaux;
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on doit pour cela utiliser un arrosage trés dense en projectiles rapides de fagon
a accroitre la probabilité des rencontres efficaces.

On a d’abord mis en ceuvre les rayons « des corps radioactifs, formés
d’hélions dont la vitesse est de ’ordre de 25000 km.s™. Par ce procédé,
Rutherford réussit en 1919 a obtenir I’isotope 17 de 'oxygéne ainsi
que de ’hydrogéne a partir de ’azote, réalisant la réaction nucléaire

"N + :He — %O + 1H.

Les répulsions exercées par les noyaux sur les ions positifs étant d’autant
plus grandes que la charge des noyaux est plus élevée, il a fallu, pour
réaliser des transmutations d’éléments de numéro atomique élevé,
augmenter a la fois la densité de bombardement et I’énergie cinétique
des projectiles.

Une induction magnétique n’agissant que sur la forme des trajectoires
des particules, il est nécessaire, pour accélérer celles-ci, de les soumettre
a l'action d’un champ électrique : c’est la le réle des accélérateurs de
particules. Les difficultés qui résultent de I’isolement électrique limitent
assez vite ’accroissement de la tension employée, aussi les projectiles
sont-ils accélérés en plusieurs fois par des différences de potentiel relative-
ment modérées.

Donnons le principe d’un accélérateur linéaire. Le faisceau d’ions positifs
a accélérer franchit successivement des électrodes en forme d’anneaux,
chacune étant soumise a unc tension alternative en opposition avec la
précédente. Une particule, repoussée par I’anneau qu’elle vient de
franchir, est attirée par ’anneau suivant, la durée du parcours entre deux
électrodes étant égale & une demi-période de la tension excitatrice. La
vitesse des corpuscules croissant, la distance entre deux anneaux devient
de plus en plus grande; un calcul facile montre qu’une telle série d’im-
pulsions réparties le long d’une trajectoire rectiligne donne a ’appareil
un encombrement qui atteint aisément plusieurs dizaines de métres.

Le cyclotron est beaucoup moins encombrant; les trajectoires sont
enroulées par P'action d’une induction magnétique produite par un
puissant électroaimant. Le principe de ’appareil est donné sous la forme
d’un probléme proposé a un concours (Ex. 43).

Exercices.

Exercice 43. — La charge du proton Ht est e = 1,60.10-2? coulomb; sa masse
au repos est égale a 1,67.10—27 kg, on la désignera par m et, sauf indication contraire,
on la considérera comme indépendante de la vitesse du proton.

lo Un proton ayant acquis I’énergie cinétique W dans un champ électrique E, on le
N A
soustrait 4 I'action de ce champ et on le soumet a celle d’une induction magnétique B

—_—
uniforme, normale a la vitesse v du proton. On demande de définir la trajectoire cir-
culaire du proton et de déterminer le temps mis par le proton pour décrire le demi-
cercle; ce temps dépend-il de |’énergie cinétique du proton?

Application numérique : W = 0% eV (électronvolt), B = 0,80 tesla.
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20 Soit O le point o1 le proton pénétre dans I'induction magnétique B. On suppose
qu’il est alors animé d’une trés faible vitesse normale i B. Il se meut (fig. 200)  I'inté-
rieur d’une boite cylindrique plate hori-

B A A zontale, conductrice, partagée en deux
demi-cylindres plats. Il est injecté au centre
/T'—" de cette boite, dans une direction horizon-
i R Rl P ’f tale; I'induction B, uniforme et verticale,
| == § baigne toute I'étendue de la boite.

/%.:_’_‘.-- - La projection horizontale de chaque
%j_’f--"" demi-cylindre a la forme de la lettre D,
™ d’oli le nom de « Dee » qui lui est donné;
les bords rectilignes des « Dees » sont
paralléles 2 une direction XX’ et tras

légérement écartés I’un de 'autre.

Chaque fois que le proton, décrivant
une trajectoire circulaire, passe d’un Dee a
I’autre, il subit une accélération de durée
trés bréve (une impulsion) grice & une différence de potentiel sinusoidale que I'on
établit entre les Dees et qui crée entre leurs bords paralléles un champ électrique
uniforme horizontal perpendiculaire 4 XX’. Ce champ existe entre les deux Dees
mais il est nul 2 ’intérieur de chacun d’eux.

Quelle doit étre la période de la différence de potentiel sinusoidale pour que le
proton regoive une impulsion 3 chacun de ses passages entre les Dees? On prendra
B = 0,80 tesla.

F1c. 200.

3¢ La différence de potentiel sinusoidale est obtenue a I’aide d’un oscillateur haute
fréquence. Etablir la relation qui doit exister entre la longueur d’onde X du circuit
oscillant et la valeur de I’induction B lorsque la condition ci-dessus — dite de résonance
— est réalisée, savoir : une impulsion 4 chacun de ses passages entre les Dees. Calculer A
a I’aide des données précédentes.

4o Ladifférence de potentiel sinusoidale atteint sa valeur maximale U = 35 000 volts
lorsque le proton traverse I'intervalle entre les Dees. D’autre part, la condition de
résonance est réalisée maintenant lorsque la fréquence du circuit oscillant est de
12 mégahertz, I’induction ayant changé de valeur. Quelle est, dans ces conditions,
I’énergie cinétique du proton lorsqu’il se déplace sur un cercle de rayon égal a |5 em?
Calculer combien de demi-cercles il a décrits aprés sa premiére accélération par le
champ électrique entre les Dees pour atteindre cette énergie. On rappelle qu’il a été
injecté avec une vitesse négligeable.

5° Donner I’expression littérale de la différence des rayons de deux demi-cercles
consécutifs numérotés n et n + I, sachant que le premier demi-cercle décrit aprés
la premiére accélération porte le numéro 1.

Représenter graphiquement la variation du rayon des demi-cercles consécutifs
en fonction de n depuis n = | jusqu’a n = 9. La différence entre deux rayons consé-
cutifs est-elle constante?

6° L’énergie cinétique du proton ne peut croitre indéfiniment du fait que [a masse
m’ du proton augmente avec sa vitesse suivant la loi

oll ¢ = 3.108 m.s™! est la célérité de la lumidre dans le vide. Que découle-t-il de ce
fait?
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- . . . 1 .
1° L’¢nergie cinétique acquise par le proton est W = — mp?, sa vitesse

est donc =
Vo
1’) f— -
m

—_
L’induction B étant uniforme et normale & la vitesse initiale » du proton,
sa trajectoire est circulaire, de rayon

R — Mo _ Y2mW,
eB e
L’application numérique donne R = 0,180 m = 18 cm.
Le temps t mis par le proton pour décrire le demi-cercle est
T =m
T IR s T v
2 eB

il ne dépend donc pas de W (ni de v). L’application numérique donne
T = 4,1.107%s.

2° Pour que le proton regoive une impulsion 4 chacun de ses passages entre
les Dees, il faut que la durée t de son séjour dans un Dee soit égale & la demi-
période de la différence de potentiel sinusoidale. La période T de celle-ci doit
donc étre égale a celle du proton sur sa trajectoire, c’est-a-dire

T = 2t = 8,2.10 %8s,

I

2]

Sa fréquence est v = = 1,22.107 hertz = 12,2 MHz,

3° La longueur d’onde du circuit oscillant est donnée par

A= (T = 2206 LT 24,6 m.
eB B

4° Nous avons d’apreés les relations précédemment établies
R = @ 3 eB = ormy;
e

par suite
W = 2n3mv3RE,

L’application numérique donne, pour R = 0,15 m et v = 12.10°% hertz,
W = 1,07.107 J = 0,67 MeV.
A chaque passage du proton dans I'intervalle entre les Dees, son énergie
cinétique augmente de
AW = eU = 35 keV = 56.10718 J,

Comme cela se produit 4 chaque demi-tour, le nombre de demi-tours nécessaire
pour atteindre cette énergie est
h W _ 670
AW 35
5° Soit W I’énergie cinétique du proton sur le #® demi-cercle de rayon R,;
nous avons

2 10,

W, = 2:22mv®R} = nAW = neU,

I{n=L ijﬁ=R1‘/'_2,
T 2m

d’on

™y

R, étant le rayon du premier demi-cercle décrit; le calcul donne R, = 3,45 cm.
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Nous avons par suite

AR =R,,, —R, = 7_L"\/'igl (Vn+ 1 —Vn) = Ry(Yn + 1 — /n),
et comme

dn 2 n-+ 1 \/E

la différence de deux rayons consécutifs décroit.
Nous avons représenté les variations de R (fig. 201 et 202) :

n I 2 3 4 5 6 “ 8 9
Rem 3,45 4,88 5,97 6,90 7,71 8,45 9,13 9,76 10,4

dﬂAR)__I_Rl( I I><O’

R cm

adalal o A jaladaa,

Fic. 201. Fic. 202.

Remarquons que pour des valeurs élevées de n on a

AR tend vers zéro lorsque n tend vers ’infini.

60 Si, 4 chaque demi-tour, le proton continuait 4 recevoir I’énergie AW=¢U,
son énergie cinétique serait, aprés n demi-tours,

2
W, =nU="mpr= " .
2 i
2 I— —
(:2
v, fonction croissante de n, tendrait vers ¢ quand n (et W,) tendrait vers I'infini.
En fait, la variation de m entraine celle de la durée d’un demi-tour

7, égal 4 la demi-période de la différence de potentiel pour les faibles valeurs de
v pour lesquelles
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croit avec z; par suite ’énergie regue 4 chaque demi-tour diminue progressive-
ment pour s’annuler lorsque t devient égal 4 la fraction -3 de la période de la

2
différence de potentiel. » tend donc vers une valeur limite définie par

~m I I I

eB R oy T Ty oy
I— I —
c® A

2
\/I_Kzé; _\CL=2—;/—E=0,943; V = 283 ooo km.s"1.

Exercice 44. — Les plateaux A AA, et B,BB, de déviation verticale d'un oscillo-
scope cathodique comportent deux plaques planes et paralléles. La distance des plaques
est a (fig. 203).
Yy On supposera que le champ électrique
est uniforme dans toute la région repré-
A AI A sentée par le rectangle A A,B,B, et qu’il
7 est nul a ’extérieur de cette région.
| La différence de potentiel entre les
0 a X plateaux est sinusoidale (période T) :
Y

B BI B U, — Uy = h cos wi.

Un électron [masse: m; charge: (e7)].
arrive en O a I'instant t, avec une vitesse v
ayant la directicn et le sens de Ox.

Frc. 203.

lo Etablir les équations paramétriques x = f () et y = g(t) de la trajectoire de
I’électron en fonction du paramétre t.

20 En utilisant les variables réduites

(0] amew?
X = _I_x, Y ==
v he

¥

établir la formule donnant Y en fonction de X et de wi,, puis construire les courbes
correspondantes (courbes représentant, aprés affinités, les formes des trajectoires des

électrons) pour t, = 0 et pour t, = : . On pourra procéder par additions d’ordon-

nées. On représentera ces courbes sur le méme graphique, au moins jusqu'a X = 4x,
en prenant pour échelle | cm pour unité.
On indiquera ensuite ['allure générale des courbes correspondant aux valeurs

T 3T : iy y ga ;
— et — de t;, mais pour ces deux derniéres courbes, la précision du tracé ne sera pas

exigée.

30 Lorsqu’un électron sort du systéme de déviation verticale (plan A,B,) il 2 une
ordonnée y. L'écran fluorescent, perpendiculaire a Ox, est a la distance L du plan
A,B,. La longueur des plaques est AjA, = BB, = b.

En admettant que y, soit assez petit pour &tre sans influence sur I'ordonnée y,

du point d’impact de I’électron sur I’écran fluorescent, calculer y, en fonction de t,.
Montrer que cette condition est en accord avec les trajectoires tracées au 2°,

40 y.est une fonction sinusoidaledutemps. En désignant par Y, savaleur maximale,

étudier en fonction de w le rapport
1

r —
h
et construire la courbe.
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19 La trajectoire de I’électron est dans le plan ¥Oy. La composante suivant
Ox de lu force électrique qui lui est appliquée est nulle; par suite

d? d
dz:=0; d—f:v; (1) x = (¢t — t,).

La force électrique est parallele a Oy et égale a

f:md2 _ U, — Uz éhcos wt,

= — ¢ —¢ B

gté a a ’

par suite, en tenant compte des conditions initiales,

2
d_}':_fz_ecoth; iy=£ (sin wt; — sin wif);
di? am dt amw
he

y = [cos wt + w(t— &) sin wty — cos wt,].
amw?

2° En utilisant les variables réduites X et Y proposées, nous avons (fig. 204)

X=w(t—t,),
Y=coswi -+ w(t—1t,)sin wky—cos wi,,

et la formule représentant, aprés afli-
nités, les formes des trajectoires des
¢lectrons :

Y=cos (X4} wty) + X sin wf,— cos wi,.
Pour ¢, = o0, wt; = o,

(I Y; =cos X — 1.

-
~

Pour t) = —, wty ==,

(IT) Y, =X —sinX.

Pour ¢, = l, wly, = 7,

(III) Y,=1—cosX=—Y,.
Pour {, = 31:, wiy = 33',
Fic. 204. 4
(IV) Y,=sin X — X = —Y,.
3° y, étant petit on peut confondre la pente de la courbe avec
I 1 o !
'%, = r}’i! d’ol Ji = Li;!

3" et x’ étant calculés pour x = b :

=z)’

x=o(t— ) = b; d’olt = & + 4 ct X
v

dy eh

3= ‘o -—”—;;(sin wt — sin wly) = —me_:m [sin w (% + tu) —sin mto];
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d’ol1 ,
R mawy
Pour ¢ty = 0, 3, = — Leh sin m_b_,
mawv v

Pour tozlz B e — Leh [cos(g
4 2w mawy

Pour t(,:I e 7’~', y, = Leh sinmi
2 w mawy )

Pour ¢, = 3f__ 3% 9, = Leh
4 2 mawy

b
cos w— — 1

[sin ) (% + to) — sin mto] .
].

Ces résultats sont en accord avec les trajectoires du 2°.

Leh

o e
4 Y =
mawy

t = 3T _ 3% d’on Y, Leh
2w mawy

Le

I

(sin wt—sin wf,) est maximal pour sin wf= — 1, donc pour

=" (1 + sin wi,), et r=—Li (1 4+ sin wf,).
0

mawy

Pour ¢, =0, r=— —, la courbe représentative est une hyperbole

may w
équilatére (fig. 205).

rA

o
Sy

Fic. 205.

Exercice 45. — On charge une capacité C = 0,1 @F au moyen d’une source de
tension continue P de force électromotrice E = 200 volts, le commutateur K étant

en position | (fig. 206). A I'instant t = 0, cette
capacité est séparée de P et reliée a un circuit
comprenant une résistance R = 100 Q) et une
inductance L = 0,1 henry de résistance négli-
geable, le commutateur K étant en position 2.

lo Calculer, en fonction du temps, les diffé-
rences de potentiel u; aux bornes de la capacité
C, u, aux bornes de la résistance R, u,; aux
bornes de I'inductance L.

2° Un oscillateur cathodique est muni de
deux couples de plaques déflectrices Py, P,
et P, P; qui ont le m&me centre de symétrie,
les m&mes dimensions et le m&me écartement.

R
F1c. 206.

Le premier couple, P,, P,, produit une déviation horizontale d'un pinceau électronique
P p 1 P2 P P q
le long de x’Ox sur I’écran fluorescent, le second, P], P;, produit une déviation
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verticale le long de y'Oy. Une différence de potentiel u = 33,3 volts entre les plaques
d’un méme couple donne une déviation de | cm sur I’écran fluorescent.

La différence de potentiel u, est appliquée directement aux plaques de déviation
horizontale tandis que la différence de potentiel u, est appliquée aux plaques de dévia-
tion verticale aprés avoir été au préalable amplifiée dans un rapport égal a 10Q.

Déterminer les équations paramétriques de la courbe décrite par le spot. Construire
cette courbe en vraie grandeur.

Au bout de combien de temps le spot sera-t-il 2 | mm de sa position de repos?

3° Mé&me question si u, et u, sont appliquées respectivement, sans amplification,
aux plaques de déviation horizontale (u,) et verticale (u,).

1° La loi d’Ohm appliquée 4 I'instant { s’exprime par

. di
u1~u2+u3=Rz—|—LE,
avec )
o _di_ _gdn, b _ qdu,
¢ dt dt de?
par suite
2
Puy o Roduy | 1 -
ir T T ateLhT
ou encore, en posant
9 2 R
w3 é‘ = 108 572%; A= = ke 500 s™1,
d%u du &
E‘}_{— 17;—{— wiu; = o.

Le discriminant de ’équation caractéristique est négatif et 'on a

V—A=a2 \/w%—lz: 2w, = 2.107 4,

u, varie donc suivant une loi sinusoidale amortie et I’on a, en tenant compte
de la condition initiale #; = E = 200 volts,

(1) #; = Ee cos wt = 200 ¢~5%! cos 10%,

(2) u=Ri = — GR% = ¢5%¢ (cos 10% 4 20 sin 10%),
(9) 2y = L% = —11%‘32 = 200 ¢-5%¢ (cos 10* — 0,1 sin 10%).

20 Une différence de potentiel de 200 volts entraine une déviation du
spot de 6 cm; d’aprés les équations (1), (2) et (3) les déviations x, y, et y, du
spot correspondant a u,, u, et u; (en tenant compte de ’amplification de u,)
sont :

x = 6 ¢5%¢ cos 104,
¥, = 0,3 ¢~5%¢ (cos 10% 4 20 sin 10%),
P53 = €50 (cos 10% — 0,1 sin 10%).

Posons 0 = w! = 10%, et par suite A = 500t = —O-; les équations précé-
20

dentes deviennent
-
(1)’ x =6¢ 20cosl,
_5
(2)’ ¥, =0,3€¢ 20(cos 0 4+ 20 sin 0) =i(1 + 20 tg 0),
20
-2
(3)' ys =6¢e 29 (cosf —o0,1sin0) = x(1 — o,1 tg 0).
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La premiére courbe 4 étudier est définie par les équations paramétriques
(1)" et (2)'. Remarquons tout d’abord que pour les valeurs de 0 nettement
différentes de k=, cos 0 peut étre négligé par rapport &4 20 sin 0 de sorte que la
courbe se confond alors pratiquement (compte tenu du fait que le spot a une
certaine étendue) avec la courbe d’équations paramétriques

0 9
x = B¢ 2 cos @, ¥, = 6e 20sin 0,

8
qui est la spirale logarithmique p = 6¢ 29 en coordonnées polaires.

D’autre part, pour 0 = k=, » est petit par rapport a x, lequel est égal a
0 k=

—+ B¢ 20 = + 6¢ 20, les points correspondants étant situés sur la droite y = =,
20

\
Yz

Fic. 207.

Ces remarques nous fixent déja I’allure de la courbe, peu différente d’une spirale
logarithmique (fig. 207).
Pour la préciser il nous suffira de placer des points A,, A, ..., A, définis

par 0 = k= (sur la droite y = f-) et des points By, By, ..., B, (sur axe Oy)
20

correspondant 4 0 = (2& 4+ 1) =, en remarquant que lorsque 0 augmentede -~ ,
2 2

™

x et y sont multipliés par le facteur p = ¢ %% = 0,925. Nous obtenons ainsi

f o = = 37 or 2T 37 iz 47 I s
2 2 2 2 2
x 6 o) — 5,1 0o 4,38 o — 3,72 o} 3,2 0

9, | 0,3 5,55 —0,26 — 4,74 0,22 4,05 —o0,19 — 3,46 0,16 2,96
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b
. " e 0
La distance du spot & son point de repos Oest p>=6¢ 2, le temps { = — au
lllt u’

bout duquel elle est égale &4 1 mm est défini par ¢ 20 = GL’ donc par
)

t= 4‘—flogm 60 =46 X 1,8.100* >~ 8,2.107%5.

3° La deuxiéme courbe demandée est définie par les équations paramétriques
(1)" et (3)". _k=

Pour 0 = kr, nous avons p, = x = - 6¢ 20, les points correspondants
Ag, Ay, ... sont sur la premiére bissectrice.

Pour 0 = (2k + 1) =, nous avons

_ (@)=

x=o0 et Yy = *+o0,6e 20

les points correspondants By, B,,..., situés sur x’Ox, sont rapprochés du point de

ySA A

Fic. 208.

repos O de sorte que trés vite le mouvement du spot est une oscillation amortie

le long de la premiére bissectrice. Les valeurs suivantes nous ont permis de
construire la courbe (fig. 208).

i o = T 37 2r 5T 3% pid 4=
2 2 2 2
x | 6 o — 5,1 o 4,38 o — 3,72 o 3,2

Vs 6 — 0,55 -— 5,1 0,47 4’338 — 0,41 — 3,72 0,34 3,2




ACTION D’UN CHAMP ELECTRIQUE ET D’UN CHAMP MAGNETIQUE 307

Exercice 46. — Quatre solénoides identiques sont disposés comme I'indique la
figure 209. B; et B] ont Ox pour axe, B, et B,” ont Oy pour axe (Ox est perpendiculaire
a Oy). Les faces voisines de B, et B,’, d’une
Yy part, de B, et B,” d’autre part, sont 1 la dis-
tance 2 R, R étant le rayon commun des
—a quatre bobines. Les solénoides sont assez
B longs pour que leur deuxigme face puisse
étre considérée comme trés éloignée. On
T B prend pour sens positif du courant :
|

3] — dans B, et B], celui qui produit une
| 0 @& induction magnétique dirigée suivant Ox,
} — dans B, et Bj, celui qui produit une
B B induction magnétique dirigée suivant Oy.

Bz le B, et B{ sont traversés par un courant
i, = |, cos 2z ft, B, et B, par un courant

2y’ iy, = |, sin 2= ft, la fréquence des courants

étant f = 50 hertz.

T1c. 20q. Calculer a chaque instant I’intensité et

la direction de I’inducticn \Ezen O. Quel

A
est le lieu de I'extrémité du vecteur B?

Application numérique : Nombre de spires par unité de longueur n =1 000 m—1;
I, =1, = 10A,

2° On dispose en O :

Une bobine b; d’axe Ox comprenant 1 000 spires de rayon moyen 2 ¢m, une bobine
by, de méme surface équivalente que b; mais dont I’axe forme un angle 0 avec I’axe de b,.

Calculer les forces électromotrices instantanées aux bornes de b; et b, lorsque
B,, B{, By, B} sont excités comme I'indique la question précédente (on supposera
que |, et |, peuvent &tre différents; on admettra que, dans [’étendue de b, et b,, I'induc-

tion au voisinage de O peut &tre considérée, & un instant donné, comme uniforme
et égale 4 sa valeur en O).

30 La différence de potentiel aux bornes de b, est appliquée aux plaques de dévia-
tion horizontale d’un oscillographe cathodique et la différence de potentiel aux bornes
de b, aux plaques de déviation verticale du méme oscillographe. Une différence de
potentiel u = 33 volts entre les plaques d’un méme couple donne une déviation de
| ¢cm sur I'écran fluorescent.

a) Tracer, en vraie grandeur, la courbe qu’on observe sur |I’écran de [’oscillographe
) g q grap

lorsque I; = 1, = 10 A, pour les valeurs de 0 définies par 0 =k %, It prenant toutes

les valeurs entiéres de zéro a 7. On supposera que les différences de potentiel aux bornes
de b, et b, ont été amplifiées dans un rapport 60 avant d’étre appliquées aux plaques
de déviation.

b) Par un dispositif convenable, on provoque, pendant un intervalle de temps trés

petit devant la période T = %, I'augmentation du diamétre du spot, de maniére a

marquer & l'instant correspondant la position du spot sur la courbe qu’il décrit. Cet
étalement est provoqué périodiquement avec une fréquence f".

Décrire le phénomeéne observé sur |I’écran lorsque f* est peu différent de f ou d’un
multiple entier de f. On supposera toujours |; = |,.

Application numérique : f = 50 s—! et successivement I’ = 49 s71, f = 51 s71,
£ =199 s et =20l s
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1° L’induction magnétique résultante produite par les deux solénoides
B,, B, dirigée suivant x’'Ox, est

B, = pon (1 — cos i) I, cos ax ft = pyn (1 —%) I, cos 2= ft = B, cos 2= fi;
4
celle produite suivant 'Oy par B,, B; est
B, = pon (1 — ﬁ) I, sin 2% ft = B, sin 2% f1.
2

x = B, et y = B, sont les coordonnées de I'extrémité du vecteur induction

résultant,\]:;}‘ = \ﬁ:ﬂ + i’:: Les équations précédentes sont les équations paramé-
triques de DPellipse

dont les axes de symétrie sont xOx’ et Oy’ et dont les demi-axes sont B; et B,.
oA
Le module de B est

B — /B2 4+ B2 — {/B2 cos? 2= ft + BZsin? ax f1,
—_— A
sa direction & l’instant ¢ est définie par ’angle « = (Ox, B) tel que

¢=&=-y—=&tg2nﬂ.

B*=B,~ % B

t

Application numérique, — Dans le cas particulier ot I; =1, = I = 10 A,
nous avons

B, =B, =B = pyn (1——-\/—E> I =4x.1077,10°% (1—é) 10=3,68.10"% T.
o 2

L’extrémité du vecteur B décrit un cercle d’équation x2 4 »% = B2, sa
direction a l'instant ¢ est définie par tg « = tg 2= fI, donc par a = 2= fi. Le
vecteur B est alors un vecteur de module constant tournant avec une vitesse
angulaire constante.

29 Le flux d’induction & travers b, a l'instant ¢ est
o, = B, NS = B,NS cos 2= f{;
la force électromotrice induite dans b, est

€ = —% = 2x f B;NS sin 2% ft = E, sin 2% fi.
Le flux d’induction dans b, est
93 = NS(B, cos 0 4 B, sin 0) = NS(B, cos 0 cos 2% fI + B, sin 0 sin 2n f1),

et la force électromotrice induite dans b, est
py o= —%z — ax fNS(B, cos 0 sin 2 ft — B, sin 0 cos 2 f2).

Dans le cas particulier ot I, =1, =1, 'on a

B, =B, =B et E; = E = 2z f NSB;
par suite
e, = Esin 2rx fi,
e, = E (cos 0 sin 27 ft — sin 0 cos 27 ft) = E sin (2= _ft — 6).
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3% a) Pour I; =1,=10A, 'on a E = 25 fNSB = 1,45 volt,
e; = 1,45 sin 2= fi; ey = 1,45 sin (2= ft — 0).

Par suite de ’amplification dans le rapport 6o, une différence de potentiel
de 1,45 volt provoque, aussi bien en ordonnée qu’en abscisse, une déviation

A = LM) s 2,64_ cm.
33

Les coordonnées du spot sur I’écran sont donc
x = A sin 2z fi; » = Asin (ex fI — 0);
ce sont les équations paramétriques de l’ellipse (fig. 210)
x% —ax y cos 0 4 y% = A?sin? ),

inscrite dans le carré d’axes Ox, Oy, de c6té 2A = 5,28 cm.

=0 =7 0=" 0 =31
=T sz—%ﬂ- 0_—_2'23 O:TT;FC_
\ \ / [
S —

Fic. 210.

Pour 0 = o, on a ¥ = 3. Le spot oscille le long de la premiére diagonale du
carré le long de la premiére bissectrice.

Pour 0 = =, la trajectoire est ’ellipse x2 — /2 xy 4 % = L A2, décrite
4. 2
dans le sens gauche; elle admet la premitre diagonale comme grand axe de
symétrie.
Pour § = =, la trajectoire est le cercle x2 4+ »* = A2, de rayon A, décrit
2

dans le sens gauche.
Pour 0 = 3%, la trajectoire est Iellipse x2 - \/Exy + 32 = L A2, décrite
2

dans le sens gauche; elle admet la seconde diagonale comme grand axe de

symétrie.
Pour 0 = =, on a x = —y. Le spot oscille le long de la seconde diagonale du

carré,
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Pour 0 = 2%, 1a trajectoire est l’ellipse x2 - \/Exy + 92 = —é— A?, décrite
dans le sens dil:oit

Pour 6 = 3%, 1a trajectoire est le cercle x% 4 »? = A2, décrit dans le sens
droit. 2

Pour § = :7:;—:, la trajectoire est l'ellipse x2 —4{/2xy - y2 = ; A2, décrite

dans le sens droit.
Pour 6 = 2x, le spot oscille de nouveau le long de la premiére diagonale.
Remarquons que le sens de parcours se déduit des équations paramétriques.

b) Pour {aciliter le langage, nous désignerons le spot par s et le spot étalé
par S. s apparaissant d’une fagon continue et la fréquence f étant suffisamment
grande, la courbe décrite est lumineuse dans son ensemble par suite de la
persistance des impressions visuelles. Comme par hypothése I, = I,, le rayon

™

vecteur Os tourne avec la vitesse angulaire constante w = 2x f = Z_; nous

pouvons définir un point par un angle horaire, ce qui nous permet de représen-
ter un cercle sans nuire a la généralité des résultats.
Le spot S n’apparait sur la courbe qu’a intervalles de temps réguliers,

égaux 4 T' = —. Posons, £ étant un nombre entier, AT et A fétant respective-

ment petits par rapport a T' et f/ :
KI'" =T + kAT, ou T'= -r{‘—*f“ AT; fl=kf+ AL

Nous supposerons AT > o (A f<C o), autrement dit T’ Y

est faite pour £k = 4.

Prenons pour origine des temps I'instant ot S apparait en S;; pendant la
durée LT’ il est marqué % fois en S,, S,,..., S,, aux époques o, T',..., (k— 1)T",
deux apparitions successives étant séparées par I'intervalle de temps T’. Entre
deux marquages (en S, et 5,,,) le spot s a tourné de

. La figure

BB, o — 0wl =2

P p+ ﬁ_k . = k o,

#= b anf (T —p ) =mf(L—F ) = 2 (/—F)-

Portons notre attention sur un spot déterminé S,; pendant la durée KT
qui sépare deux marquages, les deux impressions sont séparees par ’angle

avec

kFoT’' = ax + ke,

par suite

5,08} = kx = 27 (f —f) = — 2= 2.

Cette rotation s’est effectuée pendant la durée &T', par suite la vitesse
angulaire de S, est

T af ax ( m ) on —Z_,

et sa fréquence de rotation

\l>
TS
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Cette fréquence de rotation est la méme pour tous les spots (fig. 211). Dans
I’hypothése ou A f<Z o (AT > o)
ils tournent dans le méme sens
que s, en sens contraire si A f > o.
Par suite de la persistance des
impressions visuelles les appari-
tions des £ spots, intermittentes,
paraitront continues, chaque spot
semblera tourner avec la
fréquence v. Nous avons bien
trouvé I'angle 5,05,.; de deux

spots S consécutifs égal a ?A: +

mais, comme leurs apparitions
sont séparées par I'intervalle de
temps At, correspondant 4 ’angle
a, les positions des £ spots & un
instant donné sont décalées angu-

lairement de 27,
Fre. 211, Pour f' = 49 (k = 1,
A f= —1), unscul spot S tourne
dans le sens de s cn effectuant 1 tour par seconde; pour f' = 51, il tourne en
sens inverse de s avec la méme vitesse.
Pour /' = 199 (k= 4, Af= — 1), 4 spots, S;, S,, S;, S;, décalés de go°

PPun par rapport a 'autre, effectuent un quart de tour par seconde dans le sens
de s; pour '/ = 201, ils tourncnt en sens inverse avec la méme vitesse.




CHAPITRE XXIII (*)

MOMENT MAGNETIQUE
’ D’UN ATOME. SPIN.
EXPERIENCE DE STERN ET GERLACH

23-1. Etat quantique d’un électron d’un atome.

Un ensemble de quatre nombres quantiques n, [, m, s définit I’état
quantique d’un électron appartenant a un atome.

Une grandeur est quantifiée quand elle n’est pas susceptible de
variation continue, La théorie de Bohr a d’abord permis d’interpréter
les séries spectrales de ’atome d’hydrogéne par la quantification de
I’énergie de niveau, elle a ainsi introduit le premier nombre quantique
n, ou nombre quantique fondamental, susceptible de prendre des valeurs
entiéres positives. Cette premiére quantification exprime que I’énergic
d’un atome ne peut varier que par des iransitions, une transition étant
le passage de ’atome d’un niveau d’énergie (état stationnaire) a un
autre; elle fait intervenir le quantum d’énergie hy, h étant la constante de
Planck, v une fréquence.

L’absorption ou I’émission d’une radiation monochromatique corres-
pond & une transition. Le niveau d’énergie le plus bas ou niveau fonda-
mental est celul de la plus grande stabilité; ’atome est dans I’état fonda-
mental si tous les électrons sont a leur niveau fondamental.

La complexité des spectres atomiques et notamment la structure
fine des raies spectrales a imposé de nouvelles quantifications; a chaque
quantification correspond un nombre quantique.

23-2. Moments cinétique et magnétique orbitaux. Les
nombres quantiques I et m.

" . . - u
Le moment cinétique orbital G, correspond au mouvement de I’électron
sur son orbite; c’est le moment du vecteur quantité de mouvement

(*) Programme de Mathématiques Spéciales B.
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=S e 3 .
p = m,u par rapport au noyau de l'atome. On a, avec des notations
évidentes,
A s >
G; = p;/\ r.
Dans le modéle simple ot ’électron est dans un champ de forces

centrales, sa vitesse aréolaire est vS, v étant la fréquence du mouvement
orbital et S la surface de 'orbite; expression du moment cinétique est

A A
G, = 2my S,

le vecteur S ayant le sens de la normale positive a S, sens défini a partir
de celui du mouvement de I’électron par la convention de rotation.

¢ étant en valeur absolue la charge de I’électron, le mouvement
équivaut a un courant d’intensité — ve, dont le moment magnétique est

A

G..

S & e
JIJng —_ = Vﬁb = —
am,

jﬁo, est le moment magnétique orbital de I’électron; il est de sens contraire,
A
de G,.
Les quantifications suivantes sont relatives & des moments cinétiques;
elles font intervenir la constante de Planck rationalisée

h ==
2%

grandeur homogéne 4 un moment cinétique.

1° Quantification du module du moment cinétique orbital.

Elle"exprime que le module G, ne peut étre que nul ou un multiple
entier de 7 :

Gy =1 L3 -
2%

[ est le nombre quantique orbital (ou azimutal), qui ne peut prendre que les
valeurs o, 1, ..., n— 1. A chaque valeur de n correspondent donc
plusieurs états de mouvement possibles pour I’électron.

La quantification du module du moment cinétique orbital entraine
celle du moment magnétique orbital, qui ne peut prendre que les
valeurs

MWy, =1L B,

om, 2w

Pour ! = o, qui définit un état s (2 ne pas confondre avec le spin),
les moments G, et Jb, sont nuls.

Le moment magnétique
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est appelé le magnéton de Bokr. En définitive la quantification de .1b,
s’exprime par
Jm;); = llJ.ﬁ-

2° Quantification spatiale du moment cinétique orbital.

Cette quantification concerne la projection G, de G, sur un axe
Z'z physiquement privilégié, par exemple sur la direction d’une induction
magnétique extérieure E.

Le moment cinétique orbital ne peut prendre que des orientations
déterminées par les valeurs de G, :

G, =m

7

2%
m étant le nombre quantique magnétique; il peut prendre les valeurs

— L, —1l41,...,—1,0,+ 1, ..., [ —1,l

- . . - A A - .
La quantification de la direction de G, entraine celle de la direction
du moment magnétique orbital :

M, =-2 G, = my,.
2m,

23-3. Moments cinétique et magnétique de spin.

L’interprétation de la structure des spectres atomiques et plus parti-
culicrement celle de I'existence de doublets (comme le doublet jaune
D;D, du sodium) a conduit & émettre I’hypothése que I’électron d’un
atome posséde, outre ses trois degrés de liberté de translation, un degré
de liberté de rotation sur lui-méme, phénoméne qu’on appelle le spin.

De cette rotation résulte un moment cinétique de spin dont le module
ct la direction sont quantifiés. Le module ne peut avoir que la valeur

O, — 1.2,
2 2%

En I’absence de tout champ magnétique on ne peut connaitre la
direction du moment de spin, mais ’action d’une induction magnétique
extérieure crée une direction privilégiée 2’z avec laquelle le moment
de spin est nécessairement paralléle ou antiparalléle, par suite

Gzzt_l— h =s£.

2 2w 2%

s est le nombre quantique de spin, il ne peut prendre que les valeurs == L.
2
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L’existence du moment cinétique de spin entraine celle d’un moment
magnétique de spin de I’électron dont 'expression est

(.1173 === '—e— g, — 'i_ft— = ELB; tq.b, — i !J‘B'

m, m, 4=

!.J o}

G’ rapport gyromagnétique, est deux fois

Remarquons que le rapport

plus grand pour le spin que pour le mouvement orbital.
Considérons deux électrons de mémes nombres quantiques z, /, m;
pour un atome dans I’état fondamental, d’apres le principe d’exclusion

: : , . : . I
de Pauli, leurs spins sont nécessairement antiparalléles; pour Pun s = 4+ —,
2

I - .y
pour 'autre s = — — ; leur ensemble constitue une case. Des considéra-
g

tions précédentes résulte que le moment magnétique de spin résultant de deux
électrons d’une case est nul.

23-4. Moment magnétique d'un atome dans I'état
fondamental.

Dans un atome les moments orbitaux ct de spin se composent pour
donner des résultantes, les moments totaux.

Une simplification résulte du fait que les moments totaux d’unc
sous-couche compléte, caractérisée par les nombres quantiques n ct [,
sont nuls. En effet, tous les électrons de la sous-couche étant appariés
dans les cases complétes, les moments de spin sont nuls. Pour les moments
orbitaux il suffit de remarquer que si [ = o (état s), ces moments
sont nuls, aux électrons caractérisés par les nombres quantiques
m= -1, ..., + [, correspondent des électrons m = — 1, ..., — [,
dont les moments orbitaux sont égaux et opposés aux précédents; les
moments orbitaux totaux sont donc bien nuls.

Nous n’avons donc a considérer que les moments relatifs aux élec-
trons des sous-couches incomplétes qui sont les plus superficielles. Pour
une telle sous-couche les projections des moments cinétiques orbitaux

sur la direction d’une induction magnétique extérieure sont m

?

2%
. 1 h N
celles des moments de spin, == — —; les projections des moments
2 2%

magnétiques orbitaux sont mp,, celles des moments magnétiques de
spin, == pg. En résumé :

La projection du moment magnétique d’un atome sur une induction
magnétique extérieure est nulle ou égale 3 un nombre entier de magné-
tons de Bohr.

Les atomes dont le moment magnétique n’est pas nul sont parama-
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gnétiques. Considérons par exemple les atomes alcalins et les atomes H,
Cu, Ag, Au, qui, indépendamment de sous-couches complétes, ne
comportent qu’un seul électron dans I’état s (/ = o). Le moment magné-
tique orbital de cet électron est nul, son moment magnétique, et par
suite celui de I’atome, se réduit au moment de spin c’est-a-dire & un
magnéton de Bohr.

Les atomes dépourvus de moment magnétique dans I’état fonda-
mental sont diamagnétiques. C’est le cas des atomes des métaux alca-
lino-terreux, des atomes Zn, Cd, Hg, formés de sous-couches électro-
niques complétes, la plus superficielle ne comportant que deux électrons
appariés dans I’état s.

23-5. Experience de Stern et Gerlach.

Cette expérience a permis de vérifier d’une fagon directe que

Les atomes pourvus d’un moment magnétique dans I’état fonda-
mental ne sont susceptibles de prendre qu’un nombre fini d’orientations
privilégiées par rapport a une induction magnétique extérieure.

L’appareil (fig. 212) est un tube dans lequel on a fait un vide trés
poussé. En O une petite masse d’argent est

7 ’ by ’

’”T portée a une température suflisante pour que
(——h sa vaporisation fournisse des atomes dans
B B I’état fondamental, atomes animés d’une vitesse

de ’ordre de quelques centaines de métres par
seconde, vitesse résultant de l'agitation ther-
mique. Un mince jet atomique rectiligne est

————-£v> _ES ————— > délimité dans la direction Oz par deux diaphra-
D’

. gmes D et D’; il imprime sa trace en A sur une
plaque photographique P en’absence de champ

magnétique.
D Sur le trajet du pinceau on établit entre
les pieces polaires d’un électro-aimant une
— L1 induction magnétique intense B de direction
(¢)

NS, cette induction est trés inkomogéne en ce
Fic. 212.

by et DB Y r r
sens qu’elle posséde un gradient : 2 tres élevé
z o x
dans cette méme direction.

Un atome de moment magnétique b est soumis & une force dont la
composante dans la direction x est

F, = JAb, °B, = Jb cos § OB”.
0X 0x

p étant I’angle que fait le moment magnétique avec I'induction. Le jet
atomique est donc dévié dans la direction x.
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Si le moment magnétique pouvait prendre n’importe quelle orienta-
tion par rapport 4 linduction, Jb, = Jbcos 6 varierait d’une fagon
continue et ’on observerait sur la plaque une tache élargie de part et
d’autre de A. Or Pexpérience fournit deux taches distinctes B, B/,
symétriques par rapport a la tache initiale A.

I1 faut en conclure que I’atome d’argent est pourvu d’un moment
magnétique qui ne peut prendre que deux orientations déterminées
par rapport a I'induction. De plus les mesures du gradient de B et de la
déviation du pinceau atomique permettent le calcul de Jb cos 0, que
Pon trouve égal au magnéton de Bohr a la précision des mesures. Les
deux seules orientations possibles correspondent a cos § = == 1: elles
sont donc paralléles a I'induction.

L’expérience de Stern et Gerlach a été répétée avec les métaux
alcalins, le cuivre etl’or; elle a donné le méme résultat qu’avec ’argent :
b = py. Il est ainsi vérifié que tous ces atomes, pourvus d’un unique
électron dans I’état s, ont un moment magnétique réduit au moment
de spin de cet électron.

Par contre, avec les métaux alcalino-terreux, le zinc, le cadmium
ct le mercure dont les atomes possédent deux électrons de valence
appariés dans I’état s, on n’a observé aucune déviation du jet atomique,
ces atomes sont bien dépourvus de moment magnétique. Des expériences
semblables, réalisées avec d’autres éléments, ont conduit & des résultats
en parfait accord avec les structures atomiques basées sur des données
spectroscopiques.
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